Capitolo primo
ALLA RICERCA DI UNA DEFINIZIONE
DI MODELLO MATEMATICO

Quando si intraprende lo studio di un argomento o di un concetto
difficile, & spontaneo il desiderio di possederne subito una definizione
chiara e semplice. Ma questo desiderio & quasi sempre fonte di delu-
sione. Cosl, se si chiedera a uno specialista di descrivere in modo con-
ciso e semplice I'attivita del ‘matematico applicato’, ci si sentira proba-
bilmente rispondere con I'enunciato del risultato di questa attivita:
«lattivita del matematico applicato consiste nel produrre modelli 7a-
tematici di uno o pidi aspetti della realta». La difficolta & soltanto spo-
stata: perché definire cos’@ un modello matematico — locuzione assai al-
la moda oggigiorno — & assai difficile. Si pud averne la prova leggendo
le ‘definizioni’ fornite da taluni libri di divulgazione scientifica o da ta-
luni manuali universitari che introducono alla modellistica matemati-
ca. Ci si imbattera in autori che dicono che «la modellistica matemati-
ca & l'arte di studiare la realtd matematicamente». Altri, invece di ri-
correre ad asserzioni lapalissiane, tenteranno di descrivere quest’“arte’
in modo pragmatico, e cioé stendendo la lista delle operazioni che il
matematico compie quando costruisce un modello matematico. Ma ac-
cade spesso che la lista sia incompleta o incomprensibile: essendo ispi-
rata alla pretesa di ridurre I’attivita del ‘matematico applicato’ a una se-
quenza di operazioni simile alla descrizione di un programma per cal-
colatori, quella lista solleva nel lettore non specialista pit: problemi di
quanti ne risolval.

Delusi dagli specialisti, rivolgiamoci al senso comune, o piuttosto
all’etimologia. Se apriamo, ad esempio, un dizionario famoso come il
Drzionario della lingua francese del Littré, apprendiamo che un model-
lo, nel senso figurato del termine, «&, per le cose dello spirito, I’equiva-
lente dei modelli nelle arti». Questa definizione ci riconduce a una no-
zione piu familiare: in effetti, tutti sanno che un modello nelle arti & una

! Si veda, ad esempio, Burkhardt 1979. Una discussione di alcune di queste de-
finizioni si trova in Israel 1986.
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rappresentazione, «in terra o in un altro materiale»?, di un oggetto rea-
le (esistente o da realizzare). Nel nostro caso dobbiamo costruire il mo-
dello con una ‘materia’ affatto speciale: la matematica. Disponiamo in
tal modo di una definizione che deriva dal significato testuale delle pa-
role: un modello matematico & una rappresentazione, in linguaggio ma-
tematico, di un aspetto della realta, sia che tale aspetto esista gia, sia che
si tratti di realizzarlo. Vedremo subito che questa definizione ‘ingenua’
pone dei problemi alquanto sottili.

In primo luogo, & evidente che & possibile costruire un numero illi-
mitato di modelli di un oggetto reale. E se si vuol decidere quale, fra
questi modelli, rappresenti meglio I’oggetto considerato, occorrera ad-
dentrarsi in un’analisi assai complicata. Se 'analogia con i modelli ma-
tematici & valida, occorre attendersi che sia possibile costruire un gran
numero di rappresentazioni in linguaggio matematico dell’oggetto con-
siderato, o, per essere pill precisi, del fenomeno reale studiato. La de-
cisione circa quale di queste rappresentazioni sia preferibile sara con-
seguenza di un’analisi scientifica mirante a determinare la descrizione
matematica del fenomeno pit aderente alla realta.

Queste considerazioni sembrano ispirate al buon senso e persino
evidenti. E invece non lo sono affatto. In effetti quanto precede equi-
vale a dire che non esiste u#na sola via che conduce in modo determi-
nato e UNivoco a una sola rappresentazione matematica del fenomeno
in esame. Se si risale indietro nella storia, ci si rende facilmente conto
che il punto di vista dei grandi scienziati ‘classici’ era assai diverso. Per
Galileo Galilei (1564-1642) la natura é stata scritta da Dio in linguag-
gio matematico e il compito dello scienziato é quello di svelare le leggi
matematiche nascoste che la governano. Cosi, la nostra discussione ter-
minologica ci conduce subito a dei temi di storia della scienza, su cui
torneremo nella Parte seconda. Per ora, ci limiteremo a dire che il pun-
to di vista di Galilei fu rafforzato dall’opera scientifica di Isaac Newton
(1642-1727) e fu 'origine di un programma ‘meccanicista’ che ha do-
minato per secoli la scienza e che & ancor oggi lungi dall’essere morto.
Secondo questo approccio — che fu enunciato nel modo pit radicale da
Pierre Simon Laplace (1749-1827) — tutti i fenomeni dell’Universo so-
no il risultato dei moti dei corpi e poiché questi moti sono retti da una
formula matematica assai semplice (la famosa formula che stabilisce
che ’accelerazione a di un corpo & proporzionale alla forza f agente su
di esso: f = ma, dove 2 & la massa del corpo), tutti i fenomeni.dell’U-
niverso sono condensati in una sola espressione matematica. Vedremo
nella Parte seconda che, anche se questo programma ambizioso fu ab-

2 Si veda il Dzctronnare di Littré alla voce Modéle.
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bandonato — almeno nella sua formulazione pit radicale — gli scienzia-
ti ‘classici’ difesero ostinatamente uno dei nuclei piti importanti del
programma newtoniano: 'idea che la scienza deve fornire un’immagi-
ne unitaria e oggettiva dell’'Universo. Anche se non & possibile rac-
chiudere "Universo in una sola formula, occorre almeno che le diffe-
renti parti della scienza (e ciog le teorie che spiegano campi diversi dei
fenomeni) siano collegate e coerenti fra di loro, che formino una co-
struzione unitaria e all’interno della quale il posto preminente & riser-
vato alla meccanica.

Secondo questo punto di vista non esistono né ‘modelli’ né ma-
tematica ‘applicata’: diversamente, si negherebbe I'unita stessa della
scienza. La matematica non & un linguaggio, e neppure una tecnica se-
parata dalla natura, che viene talvolta ‘applicata’ allo studio dei feno-
meni. La matematica deriva dalla natura e «& altrettanto estesa della
Natura stessa» (Fourier 1822, p. XXIII).

Le denominazioni scientifiche non sono etichette che determinano
in modo univoco un contenuto®, ma nel nostro caso & ben vero che par-
lare di modelli matematici (e di matematica applicata) evoca esatta--
mente quel che ci si attende da queste parole: e cioé un punto di vista
opposto a ogni concezione unitaria della scienza. Di fatto queste due
parole (‘matematica applicata’, ma soprattutto ‘modelli matematici’)
cominciarono a essere usate sistematicamente quando entro in crisi non
soltanto la concezione meccanicistica ma anche la concezione unitaria
della scienza.

In una conferenza del 1901 il matematico italiano Vito Volterra
(1860-1940) descrisse in modo assai chiaro il nesso fra la crisi della
scienza classica e I’introduzione dei ‘modelli’:

Sono passate oggi molte illusioni sul modo di dare una spiegazione mecca-
nica dell'Universo. Ora, se la fiducia di spiegare tutti i fenomeni fisici con leg-
gi simili a quella della gravitazione universale o con un unico meccanismo & ve-
nuta a svanire, andd concretandosi, quasi a compenso di tutto questo edificio
di speranze che stava crollando, I'idea dei modelli meccanici, i quali, se non
soddisfano chi cerca sistemi nuovi di filosofia naturale, contentano provviso-
riamente coloro che, piti modesti, si appagano di ogni analogia e specialmente
di ogni analogia matematica che valga a dissipare un poco le tenebre avvolgen-
ti tanti fatti naturali.

Un modello meccanico di un fenomeno & fnfatti un apparecchio, il quale
viene architettato senza preoccuparsi se nella sua essenza abbia rapporto alcu-

f Dif_atti, «se le scienze dovessero, a ogni loro congquista, cercarsi una nuova de-
nominazione — quanti battesimi e quante perdite di tempo, nel regno delle accade-
mie!» (Bloch 1964, p. 1 dell’ed. or.).
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no col fenomeno stesso; ma & costruito con la sola condizione che, quando sia
posto in moto, certe sue parti si spostino o mutino seguendo le stesse leggi con
cui cambiano altrettanti elementi variabili nel fenomeno: elementi che si assu-
mono quali parametri fondamentali di esso.

L’esperienza ci insegna che i modelli furono utili e servirono, come servon
tuttora, a orientarci nei campi della scienza pitt nuovi, pil oscuri e nei quali si
cerca a tentoni la via (Volterra 1901, in Volterra 1920, pp. 20-21).

L’analisi di Volterra riguarda I'introduzione dei modelli meccanici
— con i quali si tentava di difendere la visione meccanicista dei feno-
meni fisici — ma essa si applica anche all’introduzione dei modelli in un
senso pitt largo. I modelli meccanici rassomigliano molto ai modelli nel-
le arti. I modelli astratti, come dice Littré, sono I’equivalente, nelle co-
se dello spirito, dei modelli nelle arti. Abbiamo visto, in effetti, che cio
che caratterizza i modelli & il fatto che essi mettono in luce l'esistenza
di un’analogia: nel caso dei modelli meccanici si tratta di un’analogia
meccanica, mentre nel caso dei modelli matematici si tratta di un’anq-
logia matematica. Tuttavia, mentre la prima nozione & abbastanza chia-
ra (si tratta di costruire un modello meccanico che imiti il fenomeno
studiato), il concetto di analogia matematica & assai meno evidente. Si
tratta forse di costruire uno schema matematico (che consiste, in gene-
rale, in un sistema di equazioni) che sia ‘analogo’ al fenomeno studia-
to? Ma qual ¢ il significato di ‘analogia’ in questo contesto? Potremmo
dire che il metodo dell’analogia matematica consiste nel trovare delle
‘analogie’ (nel senso generale e generico di questo termine) tra feno-
meni eventualmente anche molto diversi fra loro, all'interno dei quali
ne esiste almeno uno che puo essere descritto matematicamente in mo-
do chiaro e convincente. Quando si siano stabilite queste analogie,
quella descrizione potra essere considerata come un modello matema-
tico di tutti i fenomeni ‘simili’ presi in esame.

Occorre ora precisare queste idee che, in mancanza di esempi, ri-
schiano di apparire alquanto astratte, se non vaghe. Allo scopo, faremo
ricorso a un esempio che & un eccellente prototipo di un modello ma-
tematico®. Ma sara necessario, in primo luogo, spiegare in qual modo
ci proponiamo di superare la difficolta di parlare di modelli matemati-
ci utilizzando il meno possibile le tecniche matematiche, e occorrera al-
trest introdurre alcune nozioni preliminari.

4Si veda il capitolo 3.

Capitolo secondo

IL LINGUAGGIO QUALITATIVO.
UNA DESCRIZIONE MATEMATICA
DELLE OSCILLAZIONI

Occorre ammettere che la pretesa di parlare di modelli matematici
senza far ricorso alla matematica & piu di una difficile scommessa: si
tratta di un paradosso. Per tentare di venirne a capo occorre riflettere
sul ruolo della matematica. In primo luogo, la matematica ci offre un
linguaggio nel quale i problemi sono formulati in termini logici e, indi-
pendentemente dalle difficolta tecniche, trasparenti. Ma questo van-
taggio sarebbe ancora poca cosa di fronte a un altro: quello di consen-
tire dei calcoli e quindi di prevedere in termini guantitativi 'andamen-
to del fenomeno studiato. E possibile descrivere anche nel linguaggio
ordinario il moto di un missile lanciato nello spazio, dicendo che esso
obbedisce alla legge secondo la quale I'accelerazione con cui si muove
& proporzionale alla forza che gli & stata impressa. Ma é soltanto a par-
tire dalla stenografia matematica di questa legge (cioe, a partire da una
formula scritta in forma conveniente) che & possibile eseguire dei cal-
coli e prevedere quale sar la posizione e la velocita del missile dopo un
certo tempo, o descrivere tutta la sua traiettoria.

Il nostro punto di vista consistera nell’omettere completamente la
fase del calcolo e nel riferirci soltanto all’inizio e alla fine del processo
di matematizzazione, ovvero alle prime tappe della traduzione ‘steno-
grafica’ e ai risultati finali. Nei nostri esempi tenteremo di mostrare co-
me si pud dare una rappresentazione matematica di un fenomeno e ci
riferiremo ai risultati che questa rappresentazione permette di ottene-
re. Inoltre, il campo degli esempi scelti verra drasticamente delimitato
sulla base di criteri di semplicita. Cio non consentira di annullare com-
pletamente la presenza del linguaggio matematico, ma almeno di far ri-
corso soltanto a concetti che fanno parte di un bagaglio di conoscenze
matematiche di base abbastanza diffuse.

Iniziamo esaminando il problema della descrizione (o rappresenta-
zione) matematica di un fenomeno. Come si pud passare da una de-
scrizione verbale a una descrizione quantitativa di un fenomeno? Se, ad
¢sempio, il nostro scopo & quello di descrivere la crescita nel tempo di

9



una popolazione di animali o di uomini, la traduzione matematica di
questo problema sara facile. Quel che occorre conoscere & il numero
dei membri della popolazione a ogni istante, o almeno a intervalli di
tempo assegnati (per esempio, ogni mese, ogni anno, ogni giorno). Pos-
siamo denotare questo numero con il simbolo N, che non rappresenta
tuttavia ## numero, ma una serie di numeri, cioé le quantita di indivi-
dui della popolazione in tutti gli istanti considerati. In linea di princi-
pio si potrebbe associare a ogni istante il numero degli individui della
popolazione in vita in quel dato istante. Anche il tempo pud essere rap-
presentato mediante numeri: si tratta di una rappresentazione che fa
parte del nostro senso comune, dopo alcuni secoli di utilizzazione de-
gli orologi. Quindi & possibile associare a ogni numero ¢ che rappre-
senta un istante temporale un altro numero N, dove N ¢ il numero di
individui della popolazione all’istante 7. Questa corrispondenza & cid
che si chiama di solito una funzione. Si scrivera N(2) (numero degli in-
dividui della popolazione all’istante ) per sottolineare che esiste una
relazione ‘funzionale’ fra N e ¢. ,
Il fenomeno della variazione della popolazione sara quindi descrit-
to dalla variabile N che, a sua volta, & funzione della variabile ¢. Dob-
biamo ora scoprire in che modo cambia N(#). Ad esempio, la variazio-
ne della popolazione degli Stati Uniti nel periodo 1790-1950 & descrit-

Tab. 2.1. Popolazione deglt Stati Uniti dal 1790 af 1950.

Tempo t in anni Popolazione N(t)
1790 3.925.000
1800 5.308.000
1810 7.240.000
1820 9.638.000
1830 12.866.000
1840 17.065.000
1850 23.192.000
1860 31.443.000
1870 38.558.000
1880 50.156.000
1890 62.948.000
1900 75.972.000
1910 91.972.000
1920 105.711.000
1930 122.775.000
1940 131.669.000
1950 150.697.000
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ta nella tabella 1, in cui appaiono soltanto alcuni dati (essendo ovvia-
mente impossibile conoscere N(2) per ogni £)!.

E facile rappresentare geometricamente questi dati. Si ottiene il gra-
fico rappresentato nella figura 2.1.

Popolazione degli Stati Uniti dal 1790 al 1950
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Figura 2.1

In verita, la tabella 2.1 e la figura 2.1 non esprimono un modello
matematico della crescita della popolazione degli Stati Uniti, ma sol-
tanto i risultati di una rilevazione demografica. Un modello matemati-
o & molto di pil (o almeno qualcosa di assai diverso) di una tabella di
numeri. Un modello ha ’ambizione di stabilire una Jegge (enunciata in
forma matematica) che descrive in termini generali la variazione di una
popolazione. Ad esempio, un modello matematico della crescita di una
popolazione pud avere come nucleo la seguente legge: «Ogni popola-
zione di esseri viventi cresce proporzionalmente al suo numeros. Si pud
certamente tentare di ricavare una legge del genere dall’esame di una
tabella di dati statistici, ma vedremo che una deduzione siffatta non &

' LLa tabella 2.1 riproduce i dati statistici raccolti dai biomatematici statunitensi
K. Pearl e W. Reed (le tre ultime cifre sono state aggiunte dal Dartmouth College
Wiiting Group). Si veda anche Braun 1975, pp. 32-33.

11



affatto univoca e puo spesso dar luogo a risultati dubbi o persino con-
traddittori. Viceversa, se si esprime nel linguaggio matematico una ‘leg-
ge’ come quella enunciata sopra, si pud dedurne la forma di N(2) e cal-
colare delle tabelle di numeri. In tal caso, non si tratta di numeri che
rappresentano dati reali, ma di numeri ‘previsti’ dalla legge, che potre-
mo in seguito confrontare con i dati rilevati sul campo, al fine di veri-
ficare la ‘verosimiglianza’ della nostra legge.

Ritorneremo su tali questioni, con alcuni esempi, nei capitoli4 e 7,
Per il momento vogliamo sottolineare soprattutto due problemi che de-
rivano dall’esempio precedente. Il primo & che, per tradurre il feno-
meno studiato nel linguaggio della matematica, occorre determinare
una o pitt varzabili che descrivono lo szaro del fenomeno a ogni istante
del tempo (evidentemente, nel caso in cui si abbia a che fare con un fe-
nomeno dinamico, cioé con un fenomeno che evolve nel tempo). 1l se-
condo problema & che occorre fare delle ipotesi circa la legge di cam-
biamento di queste variabili: cid ci consentira di pervenire a una legge
matematica che descriva 'andamento del fenomeno.

Il primo obbiettivo & pertanto quello di determinare variabili che
descrivano, in modo se non completo almeno soddisfacente, i differenti
stati del fenomeno: in effetti, & usuale chiamarle variab:li ds stato. Nel-
le nostre intenzioni esse dovrebbero essere sufficienti a caratterizzare
gli aspetti del fenomeno che ci interessano. Dopo aver determinato le
variabili di stato del sistema in esame, si trattera di determinare, fra tut-
ti gli stati possibili del sistema, quelli in cui esso si trovera effettiva-
mente. Si trattera dunque di determinare un insieme di valori numeri-
ci che esprimono questi differenti stati € questo insieme sara ordinato
secondo 'ordine definito dal trascorrere del tempo. Questo insieme or-
dinato & la rappresentazione matematica della ‘legge di evoluzione’ del
fenomeno.

La determinazione delle variabili di stato di un fenomeno non &
quasi mai semplice. Pud sembrare evidente che, se si vuole costruire un
modello matematico che permetta di diagnosticare il diabete mellito,
una variabile di stato conveniente sia la concentrazione del glucosio nel
sangue. Ma & facile constatare che questa variabile da sola ¢ insuffi-
ciente ad analizzare il problema in modo soddisfacente?. Anche nello
studio della dinamica di una popolazione la variabile N(#) puo rivelar-
si insufficiente. Difatti essa non basta a descrivere aspetti di grande in-
teresse come 'invecchiamento o il ringiovanimento di una popolazio-
ne (ovvero 'aumento o la diminuzione dell’etd media). Allo scopo, oc-

2 Si veda Ackerman, Gatewood, Rosevear, Molnar 1969. Un riassunto del con-
tenuto di questo articolo si trova in Braun 1975, pp. 127-33.
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correrebbe disporre di molte variabili in pili, come le variabili N,, N,
N,, ..., dove N, rappresenta il numero degli individui di eta compresa
fra 0 e 9 anni, N, il numero degli individui di etd compresa fra 10 e 19
anni, e cosi via.

Questo esempio permette di comprendere che le difficolta nella de-
terminazione delle variabili di stato non dipendono soltanto da ragio-
ni intrinseche (cioé dalla complessita del fenomeno studiato), ma an-
che da una scelta che dipende da noi: ovvero da cid che abbiamo decs-
so di analizzare nella realta.

Soffermiamoci tuttavia per il momento sulle difficolta ‘intrinseche’.
Possiamo darne un buon esempio tratto dalla branca che abbiamo pre-
sentato nel capitolo 1 come la scienza ‘per eccellenza’: la meccanica. So-
no stati necessari secoli di sforzi per stabilire un quadro descrittivo sod-
disfacente dei fenomeni meccanici e, in particolare, per determinare le
variabili che descrivono in modo esauriente lo stato meccanico di un si-
stema materiale. Per fornire un’idea intuitiva e grossolana di questa dif-
ficolta, consideriamo il moto di un treno che viaggia da una citta A ver-
so una citta B. Supponiamo che la curva della figura 2.2 rappresenti il
percorso reale del treno, quale appare su una carta geografica: in defi-
nitiva, il tracciato dei binari.

Figura 2.2

Se conosciamo questo tracciato, & sufficiente una sola variabile (una
coordinata x sulla curva) per determinare la posizione del treno nello
spazio. Questa variabile x & una funzione x(2) del tempo # essa rappre-
senta tutte le posizioni del treno a ogni istante ¢. Supponiamo di cono-
scere il tempo totale T che il treno impiega per compiere il tragitto da
A a B. Questo dato pud essere sufficiente per taluni scopi pratici ma &
del tutto insufficiente al fine di dare una descrizione completa del fe-
nomeno meccanico. La sola informaziorte che esso puo fornire & quel-
la della velocita ‘media’ v, del treno, che si ottiene dividendo lo spazio
x(T)

totale percorso x(T) per il tempo impiegato T: v = . Tuttavia, nel

corso del suo viaggio, il treno avra accelerato e decelerato la sua mar-
cia pit volte e il dato generico della velocita media nasconde comple-
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tamente le variazioni della velocita. Per descrivere completamente I'e-
voluzione meccanica del treno occorrerebbe conoscere la sua velocita
a ogni istante e le posizioni occupate dal treno in ogni istante.

Si potrebbe credere che la sola conoscenza di queste posizioni (e
cioé la conoscenza dei valori di x(#) a ogni istante #) possa essere suffi-
ciente per determinare tutti gli stati della velocita. Analogamente, po-
trebbe sembrare a prima vista ragionevole l'idea che la conoscenza di
tutti gli stati di velocita possa essere sufficiente allo scopo di determi-
nare tutte le posizioni occupate dal treno istante per istante. Ma non &
cosi. La determinazione delle velocita del treno istante per istante, a
partire dalla conoscenza delle posizioni che esso ha occupato istante
per istante, & possibile soltanto se si conosce a priori la sua velocita nel
punto A = x(0). Ad esempio, se il treno parte dalla stazione A con una
velocita nulla, si otterranno determinati valori per le velocita successi-
ve. Questi valori cambieranno completamente se il treno lascia A con
una velocita non nulla, e cio¢ se il treno passa per la stazione A senza
fermarsi. Tutti i nostri calcoli dipendono dalla conoscenza della velo-
citd nell’istante # = 0 — la velocita ‘iniziale’ (0} — senza la quale la co-
noscenza di tutti i valori x(2) & insufficiente a descrivere completamen-
te il moto del treno. Analogamente, la conoscenza di tutti i valori della
velocita del treno istante per istante & insufficiente allo scopo di deter-
minare le posizioni in cui il treno si trovera istante per istante, se il pun-
to di partenza A del treno non & fissato una volta per tutte. Se conside-
riamo un diverso punto di partenza, e pur ammettendo che la succes-
sione delle velocita del treno sia la stessa, cambieranno anche tutte le
posizioni. Questo ragionamento, per quanto grossolano, suggerisce
una conclusione: per determinare ’evoluzione meccanica di-un sistema
in moto non & sufficiente conoscere le sue posizioni o le sue velocita,
occorre conoscerle entrambe. L’evoluzione meccanica del sistema &
pertanto descritta da due variabili —la posizione e la velocita — e per de-
terminarla completamente occorrerebbe conoscere i valori di queste
variabili istante per istante.

Se rappresentiamo queste due varzabili di stato x e v in un piano car-
tesiano, |'evoluzione meccanica del treno sara rappresentata da una
curva (v. fig. 2.3). Ogni punto della curva fornisce un’informazione che
caratterizza completamente lo stato meccanico del sistema in un dato
istante ¢, Ad esempio, la curva 1 ci dice che all’istante # = 0 il treno si
trova nella posizione A con una velocita nulla. E allora possibile deter-
minare la velocita corrispondente a ogni posizione spaziale. La coordi-
nata ‘tempo’ f non appare esplicitamente; essa € un’ascissa sulla curva
(come x sulla figura 2.2) che rappresenta, per cosi dire, la durata del
percorso. La curva 2 descrive un’evoluzione meccanica differente: il
treno si muove esattamente con la stessa sequenza di velocita, ma il suo

14

Figura 2.3

punto di partenza x(0) & diverso. Nel caso della curva 3, quel che cam-
bia ¢ la velocita iniziale »(0).

evidente che & possibile immaginare un’infinita di curve identi-
che che partono da punti differenti del piano (x, ») - e quindi da diversi
stati iniziali di posizione e velocita — e che descrivono dei ‘viaggi’ del
tutto diversi, anche se la legge del movimento & la stessa. In effetti, il
treno accelera e decelera allo stesso modo, ma il cambiamento del pun-
to di partenza cambia i paesaggi attraversati, mentre il cambiamento
della velocita iniziale modifica i valori delle velocita successive. Non &
difficile ‘rileggere’ i ragionamenti precedenti in questo contesto sim-
bolico.

Ci proponiamo ora di applicare le considerazioni precedenti al ca-
so del moto di un pendolo. Faremo uso della rappresentazione geome-
trica dell’evoluzione meccanica di un sistema che abbiamo impiegato
nella figura 2.3. Questa tecnica, semplice e utile al contempo, consiste
nel rappresentare la successione degli stati del sistema mediante una
curva o ‘traiettoria’ e si basa sul concetto di ‘variabile di stato’. Essa &
al centro di quel metodo qualitativo che viene utilizzato tanto spesso
nell’analisi dei modelli matematici e ci consentira di evitare una gran
quantita di difficolta matematiche. In questa descrizione le coordinate
di ogni punto rappresentano uno stato del sistema. L’insieme di tutti
gli stati possibili & quel che viene chiamato di solito lo spazio degli sta-
t7 o spazio delle fasi. Si trattera allora di determinare E_EE;V‘E—C—I’IKC‘ rap-
presentario; in questo spazio, I'evoluzione del sistema, e cioé le succes-
sioni degli stati attraverso cui esso pud passare. L’insieme di tutte que-
ste traiettorie rappresenta tutte le evoluzioni possibili del sistema: esso
viene chiamato diagramma delle fasi o diagramma degls stati.
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Figura 2.4

Consideriamo ora un pendolo. Il modo pitl semplice di descriverlo
& di considerarlo come una massa concentrata in un punto P e sospesa
a un filo inestensibile che & fissato a un perno 2 (fig. 2.4). Se impri-
miame-una spinta al pendolo, oppure lo spostiamo dalla sua posizione
di equilibrio O - nella quale, come insegna I’esperienza, si trova in equi-
librio — esso oscillera attorno a £2 e, dopo un certo numero di oscilla-
zioni di ampiezza decrescente, si fermera nella posizione O. Per de-
scrivere il suo moto occorre determinare le variabili di stato che, come
sappiamo, sono la posizione e la velocita del pendolo. Per reperire la
posizione di un punto nello spazio abbiamo bisogno di tre coordinate,
espresse da tre numeri. Queste tre coordinate si riducono a due se, co-
me nel caso del pendolo, il moto ha luogo in un piano. Tuttavia, dato
che abbiamo supposto che il filo del pendolo sia inestensibile, & suffi—
ciente una sola coordinata, un solo numero, per determinare la sua po-
sizione: ad esempio, 'angolo 6 che il filo forma con il segmento Q0.
Una sola variabile & anche sufficiente per determinare la velocita del
pendolo: si tratta della velocita con cui varia I’angolo di rotazione 6. La
chiameremo ‘velocita angolare’ o,

Le traiettorie che descrivono I'evoluzione meccanica del pendolo
sono pertanto delle curve del piano cartesiano (8, @). Svolgendo alcu-
ni calcoli matematici & possibile dimostrare che queste curve sono del-
le spirali che si avvolgono attorno al punto O = (0, ), che rappresenta
lo stato di equilibrio del pendolo quando esso si trova nella posizione
O con velocita nulla. La figura 2.5 mostra una di queste spirali calcola-
te e tracciate mediante un calcolatore a partire dall’equazione matema-
tica che descrive il moto del pendolo.

E facile giustificare intuitivamente questo risultato. Supponiamo di
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spostare il pendolo dalla sua posizione di riposo (0, 0) nella posizione 1
dellafigura 2.6, nella quale il filo forma un angolo 8 con il segmento £20,
¢ che il pendolo abbia ivi una velocita nulla: questo stato & rappresen-
tato sul piano (6, @) mediante il punto A di coordinate (8, 0), nella fi-
gura 2.5. Lasciamo ora cadere il pendolo verso la posizione O. Esso vi
arrivera con la piti grande velocita che possa raggiungere: difatti, quan-
do superera questa posizione, dovra ‘salire’ e quindi perdera velocita. Il
pendolo attraversa quindi la posizione O con una velocita : il suo sta-
to meccanico ¢ rappresentato sulla figura 2.5 dal punto B di coordinate
(0,—~w).?> Ora il pendolo oscilla fino alla posizione 2 della figura 2.6. L’e-
sperienza ci mostra che I'angolo 6’ che esso forma con il segmento QO
¢ pill piccolo dell’angolo 6%, perché il pendolo avra perso ‘energia’ a

> I segno ~ & dovuto al fatto che la direzione del moto é opposta al senso di cre-
scita della coordinata w.

* Si tratta sempre di un confronto fra ‘valori assoluti’: in effetti, il valore 8’ verra
considerato con il segno negativo. Si vedano la nota 1 e la figura 2.5.
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causa delle resistenze opposte dall’aria, dal perno e da tutte le circo-
stanze che in meccanica vengono riassunte con il termine di ‘attrito’.
D’altra parte la sua velocita sara nulla, perché in questa posizione esso
inverte la sua marcia. Pertanto il suo stato meccanico sara rappresenta-
to nellafigura 2.5 conil punto C= (—8’, 0). A causa della perdita di enet-
gia, il pendolo attraversera una seconda voltala posizione O con una ve-
locita angolare @’ piti piccola della velocita angolare @ dell’oscillazione
precedente. Se il lettore riflette un poco sulle caratteristiche fisiche del
moto del pendolo si convincera senza difficolta del risultato rappresen-
tato nella figura 2.5: gli stati meccanici successivi di un pendolo forma-
no una traiettoria a spirale. L’andamento della spirale rappresenta in
modo assai chiaro il comportamento di un pendolo reale che, oscillan-
do attorno al punto O con un’ampiezza decrescente, tende alla fine ad
arrestarsi in questo punto. Cid equivale a dire che esso tende verso lo
stato di equilibrio (0, 0).

E possibile descrivere ’evoluzione dinamica del pendolo con at-
trito in un linguaggio matematico pit tradizionale mediante le curve @

= 6(t) e 0= a(t) che rappresentano ’evoluzione delle posizioni O e del-

le velocita @ in funzione del tempo su un piano cartesiano la cui ascis-
sa ¢ il tempo e la cui ordinata & @ oppure @. La figura 2.7 presenta due
esemplari di queste curve (nello stesso caso numerico della figura 2.5).
Il lettore potra riconoscere senza difficolta 'andamento empirico che
abbiamo appena descritto: lo smorzamento delle oscillazioni & evi-
dentc.

Abbiamo cost dato un’idea del modello matematico del pendolo —
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un’idea peraltro assai vaga, perché le equazioni sono restate nell’'om-
bra... - prendendo come punto di partenza il pendolo ‘reale’, del qua-
le abbiamo una gran quantita di esempi concreti dinanzi a noi e il cui
moto oscillatorio & caratterizzato dal fatto che U'insieme degli ‘attriti’
determina una perdita di energia che smorza le oscillazioni fino al rag-
piungimento dello stato di riposo. Vedremo, nella Parte seconda, che
la meccanica moderna ha seguito una via del tutto opposta, elaboran-
Jdo dei modelli di sistemi meccanici (e, in particolare, del pendolo) nei
quali si fa astrazione dagli attriti e si immagina una situazione ideale, ‘al
limite’. In una situazione del genere — in cui non si hanno resistenze do-
vute alla presenza dell’aria o all’attrito attorno al perno £~ il pendolo
non dovrebbe perdere energia e dovrebbe raggiungere la posizione 2
della figura 2.6 con un angolo 8’ uguale all’angolo 8.> Anche I'angolo
0" dovrebbe essere uguale a 8, e il pendolo ritornerebbe nella stessa po-
sizione iniziale 1 con la stessa velocita iniziale, dopo un’oscillazione
completa. Il suo moto sarebbe quindi una successione infinita di oscil-
Lizioni sempre uguali attorno a £2. Non ¢ difficile convincersi del fatto
he le traiettorie che descrivono evoluzione del pendolo senza attrito
tchiamato anche, per ragioni evidenti, oscillatore armonico) avranno la

" In valore assoluto, ma con un segno opposto (la posizione & simmetrica, ma
non e la stessa). Si veda ancora la nota 1.
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forma rappresentata nella figura 2.8¢. Si tratta di curve chiuse perché il
pendolo riassume ciclicamente le stesse posizioni con le stesse velocita.

Possiamo descrivere questa situazione anche mediante le curve @=

6(t) e = w(2) che descrivono I'evoluzione delle posizioni 8 e delle ve-
locita @in funzione del tempo. La figura 2.9 presenta due di queste cur-
ve nello stesso caso numerico.

Viene spontaneo chiedersi se la descrizione geometrica che abbia-
mo fornito (soprattutto con la figura 2.8) sia soltanto un’astrazione ma-
tematica necessaria per esaminare i fatti con un metodo coerente. La ri-
sposta &: non soltanto. Esistono difatti molti processi naturali o artifi-

¢ Su questa figura abbiamo rappresentato due curve che corrispondono a due
evoluzioni meccaniche diverse. La traiettoria che parte da A’ corrisponde a una si-
tuazione in cui 'ampiezza dell’oscillazione & pit piccola (la velocita raggiunta dal
pendolo in O sard anch’essa piu piccola). In generale, si tratta di ellissi piuttosto che
di circonferenze, come nella nostra figura. Si pud immaginare un’infinita di traiet-
torie che coprono tutto il piano (8, @) e descrivono tutti i movimenti possibili del
pendolo. Si puo fare un ragionamento analogo nel caso del pendolo con attrito. 11
piano (6, @) sara allora ricoperto da un’infinita di spirali che si avvolgono attorno
all’origine (0, 0) degli assi coordinati e tendono verso di essa.
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ciali in cui & possibile constatare il ripetersi illimitato di fenomeni oscil-
latori. Tale & il caso di un orologio a pendolo, il cui movimento & total-
mente differente da quello di un pendolo con attrito. In effetti un pen-
dolo non si arresta mai, purché lo si carichi... e proprio qui risiede la
difficolta. Abbiamo a disposizione due modelli matematici entrambi
inadeguati per una buona descrizione di un fenomeno di oscillazioni
non smorzate che si presenta nella realta. Il moto del pendolo non pud
essere descritto con il modello del pendolo con attrito — perché il pen-
dolo non si ferma mai — ma neppure pud essere descritto con il model-
lo dell’oscillatore armonico, che € un caso ‘limite’ del pendolo con at-
trito. In effetti nel caso del pendolo vi & certamente perdita di energia.
Se ne ha la prova nella necessita di far ricorso a una molla (o un peso)
che rappresenta evidentemente una sorgente di energia esterna. Ve-
lremo che & proprio questa forma di compensazione energetica la chia-
ve per spiegare il moto dell’orologio a pendolo. Quindi il moto del pen-
dolo — come quelle di un gran numero di oscillazioni che si incontrano
nella realta — ha caratteristiche completamente diverse dal modello del-
I'oscillatore armonico, nel quale non esiste attrito e quindi non si veri-
tiea perdita di energia.

Nel capitolo seguente esamineremo il funzionamento dell’orologio
+ pendolo. Sara questo il punto di partenza per applicare il modello co-
~t oltenuto a una situazione del tutto diversa che ci servira a illustrare
aleane caratteristiche della modellistica matematica contemporanea.



Capitolo terzo

UN MODELLO DEl MODELLL:
LA DESCRIZIONE MATEMATICA DEL BATTITO
CARDIACO SECONDO VAN DER POL

E evidente che un orologio a pendolo & un pendolo smorzato (in
quanto il suo moto si svolge nell’aria), le cui oscillazioni non si smor-
zano a causa dell’azione della carica. In effetti la carica fornisce 'ener-
gia che il pendolo perde a causa dell’attrito. Come si realizza questo
equilibrio fra entrate e spese energetiche di un pendolo? Per risponde-
re a questa domanda, esamineremo a grandi linee il funzionamento di
un orologio a pendolo, e in particolare il meccanismo detto ‘scappa-
mento ad ancora’.

L’elemento di base dell’apparato & un pendolo con attrito. Per far
si che le sue oscillazioni non si smorzino, lo si rifornisce dell’energia di
una molla o di un peso, mediante il meccanismo descritto nella figura
3.1. Il peso fa girare una ruota dentata al cui asse & sospeso mediante
un filo. Il pendolo oscilla attorno a un perno sul quale & fissata un’*an-
cora’ con due denti. Quando il pendolo raggiunge il massimo di am-
piezza dell’oscillazione, I’ancora libera un dente della ructa e qualche
istante dopo blocca il dente successivo. Questa situazione si ripete a in-
tervalli di tempo eguali e ogni urto fra il dente e ancora trasmette un
impulso al pendolo. In tal modo viene trasmessa energia al pendolo e
la sua oscillazione non si smorza.

L’orologio a pendolo & un sistema meccanico e quindi il suo moto
& completamente noto se si conosce la sua velocita e la posizione a ogni
istante. Come nel caso del pendolo, ¢ sufficiente conoscere 'angolo di
rotazione @ e la velocita angolare . Se rappresentiamo 1’evoluzione
meccanica del pendolo nel piano (6, ®), si ottiene una trajettoria chiu-
sa, come nel caso del pendolo senza attrito (v. fig. 2.8): le oscillazioni si
ripetono sempre uguali'. Ma qui cessa ’analogia con il pendolo senza
attrito e iniziano le differenze, che sono considerevoli.

! Di fatto non si tratta pitt di un’ellisse o di un cerchio, come nella figura 2.8, ma
di una curva chiusa irregolare. Tuttavia questa semplificazione non modifica il sen-
so generale delle nostre considerazioni.
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Non ¢ difatti pit1 vero che modificartdo la velocita (o la posizione)
miziale si ottiene un’altra traiettoria dello stesso tipo — cio€ una curva
hiusa. Una sola evoluzione ciclica & possibile per 'orologio a pendo-
lo. I possibile convincersene con esperienze elementari: se tentiamo di
sceclerare o di frenare il moto di un pendolo, dopo alcune oscillazioni
.t constatera che esso riprende ‘da solo’ il suo moto abituale. Non & dif-
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ficile comprendere le ragioni per cui cid accade. Supponiamo infatti di
disporre di un pendolo i cui elementi siano costruiti in modo da rea-
lizzare il moto oscillatorio regolare e ciclico che permette di misurare il
tempo dividendolo in intervalli di tempo uguali fra loro. Ora, impri-
miamo una spinta al pendolo, oppure costringiamolo a partire da una
posizione 6’ pi1 alta di quella dell’angolo di massima ampiezza 6 Le
oscillazioni del pendolo saranno piu grandi del solito e ’attrito con I'a-
ria aumentera. L energia fornita dal peso (mediante la ruota dentata e
Pancora) non & sufficiente a compensare questo maggior attrito. Si ve-
rifichera quindi una perdita di energia, come nel caso del pendolo con
attrito, e Pampiezza delle oscillazioni decrescera nel tempo. Dopo un
intervallo di tempo (sufficiente alla dissipazione dell’energia in ecces-
so) il bilancio energetico sara ristabilito e il pendolo riprendera il suo
moto abituale.

l Y 0" o

N

[4+}
*
@

K

Figura 3.2
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Questa evoluzione & rappresentata da una traiettoria a forma di spi-
rale che parte dal punto (8=6’, @=0) e si avvolge attorno alla curva
chiusa ¥, che corrisponde al moto ‘abituale’ del pendolo, ¢ la stringe
sempre di pit fino a confondersi con essa (v. fig. 3.2).

Una situazione opposta si verifichera se arrestiamo il pendolo, op-
pure se lo costringiamo a partire da una posizione individuata da un an-
golo @” pit piccolo di 8* In questo caso, le oscillazioni del pendolo sa-
ranno piu piccole del solito e quindi I'attrito con I'aria sara minore. L’e-
nergia fornita dal peso sara allora in eccesso e, di- conseguenza, I’am-
piezza delle oscillazioni crescera nel corso del tempo fino a che il pen-
dolo riprendera il suo moto abituale. Questa evoluzione & descritta da
una traiettoria a spirale che parte dal punto (6”, 0) e si avvolge con
un’ampiezza crescente all'interno della curva 7 fino a confondersi con
essa (v. fig. 3.2).

Otterremo pertanto un diagramma del tutto diverso dai due dia-
yrammi del moto del pendolo che gia conosciamo (v. figg. 2.5 e 2.8).
Nel diagramma della figura 3.2 si ha una sola traiettoria chiusa (una so-
la evoluzione ciclica & possibile per 'orologio a pendolo) e una infinita
di spirali2 le quali tendono verso questa traiettoria che rappresenta il
moto usuale dell’orologio a pendolo. Questa traiettoria chiusa & chia-
mata, con una locuzione del tutto spontanea, ctclo limite.

E opportuno sottolineare una caratteristica importante del com-
portamento meccanico dell’orologio a pendolo. Si tratta del fatto che
questa macchina & capace di opporsi a ogni tentativo di modificare il
o moto e di reagire alle sollecitazioni esterne ristabilendo, dopo un
breve intervallo di tempo, il suo stato oscillatorio normale. 11 ciclo -
wmite & una rappresentazione matematica assai chiara di questa pro-
pricta: tutte le evoluzioni dinamiche diverse dall’evoluzione oscillato-
11a ciclica tendono ineluttabilmente verso quest’ultima. Si tratta della
appresentazione matematica di un fenomeno che ha un’importanza
tondamentale nelle scienze applicate moderne: la retroazione (feedback
m inglese). La retroazione & 'azione ‘contraria’ che la macchina oppo-
ne a una sollecitazione proveniente dall’esterno. Tutti gli apparecchi di
controllo offrono dei casi di retroazione. Ad esempio, il funzionamen-
tor dlel termostato di uno scaldabagno o di un frigorifero & basato su un
meccanismo di retroazione: quando la temperatura dell’acqua o dell’a-
111 scende al disotto o sale al disopra di un valore prefissato, il termo-
.ato blocca o mette in funzione la macchina allo scopo di ristabilire
quel valore della temperatura. Ma esistono innumerevoli esempi di
meccanismi naturali di retroazione, come il processo che garantisce la

" ()gni spirale corrisponde a una scelta di 87> 0* (0 di 8" < 6*).
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costanza della temperatura del corpo umano (alterata soltanto da ma-
lattia). Beninteso, questi esempi sono alquanto differenti dal caso del-
Porologio a pendolo. Si tratta difatti di processi che riconducono il si-
stema a un livello costante, mentre nel caso dell’orologio il processo ri-
conduce il sistema a un regime oscillatorio. Nonostante questa consi-
derevole differenza tutti questi sistemi condividono la stessa caratteri-
stica: sono governati da un meccanismo di retroazione.

Ci si puod allora chiedere se ogni regime oscillatorio che possiede un
meccanismo di retroazione simile a quello dell’orologio a pendolo pos-
sa essere rappresentato matematicamente mediante un ciclo limite, cioe
mediante un diagramma del tipo di quello della figura 3.2*. Tale que-
stione ci conduce al concetto moderno di modello matematico. Lo
schema astratto rappresentato nella figura 3.2 (uno schema matemati-
co presentato in forma geometrica) si presenta come un ‘modello’ ca-
pace di riflettere una varieta di fenomeni che condividono tutti le stes-
se caratteristiche. Lo abbiamo dedotto dall’analisi di un fenomeno par-
ticolare e ora lo considereremo sotto un profilo diverso, e cioe¢ come
uno schema ‘vuoto’ che pud essere riempito di contenuti differenti.
Questo punto di vista corrisponde a una concezione della matematica
intesa «come una riserva di forme astratte», di modo che «certi aspettt
della realta sperimentale si plasmano entro alcune di queste forme co-
me per una sorta di preadattamento» (Bourbaki 1948, pp. 46-47).

Ritorneremo in seguito su questa concezione del rapporto fra ma-
tematica e realta. Per il momento fermiamoci sulla considerazione del-
le oscillazioni con ciclo limite e osserviamo che la via seguita per intro-
durle non & quella effettivamente seguita dal punto di vista storico. I
matematici non hanno scoperto i cicli limite studiando il meccanismo
di una macchina antica come Porologio a pendolo, ma attraverso un
percorso molto piil tortuoso. I cicli limite sono stati studiati in detta-
glio per la prima volta da Henri Poincaré (1854-1912), alla fine del se-
colo scorso, in relazione a questioni di meccanica celeste. Il termine
stesso di ‘ciclo limite’ fu introdotto da Poincaré. Ma soltanto nel corso
degli anni venti del nostro secolo ci si rese conto che i cicli limite era-
no uno strumento matematico capace di rappresentare una gran quan-
tita di fenomeni che manifestavano la presenza di processi oscillatori

s Piti precisamente, occorrerebbe determinare le variabili di stato del sistema
considerato ¢ mostrare che il diagramma che rappresenta evoluzione del sistema &
simile a quello della figura 3.2. Occorrerebbe anche osservare che gran parte dei si-
stemi reali non ¢ suscettibile di una rappresentazione matematica continua. Tutta-
via la nostra esposizione si colloca a un livello molto elementare e non pretende di
essere né rigorosa né esauriente. Gli esempi sono scelti al solo scopo di illustrare il
concetto di modello matematico.
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con retroazione (o, come si dice talvolta, ‘auto-oscillatori’), e cid ben al
Ji la del campo della meccanica. Questa svolta & contrassegnata da due
articoli di un ingegnere olandese, Balthasar Van der Pol (1889-1959)4.

L oggetto primario degli interessi di Van der Pol non era né la mec-
canica, né la biologia, bensi lo studio dei circuiti elettrici. Nel tentativo
Ji spiegare il funzionamento di un triodo montato come oscillatore,
Van der Pol si rese conto del fatto che le equazioni matematiche clas-
-iche delle oscillazioni erano inutilizzabili. Il ragionamento che egli svi-
luppd & molto vicino a quello che abbiamo seguito analizzando il mo-
1o del pendolo. L’intensita della corrente elettrica nel circuito studiato
i Van der Pol oscillava, ma ’'ampiezza delle oscillazioni era crescente
per piccoli valori della resistenza del circuito, mentre era decrescente
on una resistenza abbastanza grande. Si trattava di una situazione del
titto analoga a quella dell’orologio a pendolo e che non rientrava nei
< asi classici delle oscillazioni con o senza attrito. Non & possibile de-
~ rivere qui la via seguita da Van der Pol per modificare 'equazione
« lassica dell’oscillatore smorzato (v. fig. 2.5). Ci limiteremo a dire che
[« sua analisi conduceva a un’equazione le cui soluzioni avevano un an-
Jdamento del tutto analogo a quelle rappresentate nella figura 3.2: si
(rtava dunque di un sistema con ciclo limite. Di fatto il sistema parti-
<ulare considerato da Van der Pol conduceva a un diagramma un po-
.o clifferente da quello della figura 3.2, Nella figura 3.3 ne forniamo una
Lappresentazione ottenuta al calcolatore’.

| ¢ differenze dall’evoluzione rappresentata nella figura 3.2 sono ab-
I.stanza evidenti. Le oscillazioni tendono a sincronizzarsi (a ‘confon-
le1st') molto rapidamente con il ciclo limite ma questo ha una forma al-
.uanto diversa da quella di un cerchio o di un’ellisse. Le oscillazioni del
tema sono quindi molto irregolari: a una crescita lenta segue tina de-
. 1e~cita molto rapida, quasi brusca, e cosi di seguito. E per questo mo-
invo che Van der Pol le chiamo «oscillazioni con rilassamento». Le ca-
Vateristiche di queste oscillazioni appaiono pit chiaramente nel dia-
¢r.unma che rappresenta le variazioni di 8 in funzione del tempo ¢, do-
-+ 1 ¢ rappresentato sull’asse delle ascisse e @sull’asse delle ordinate. La
Ly-ura 3.4 rappresenta due cicli completi dell’oscillazione.

[0 studio delle oscillazioni con rilassamento condusse Van der Pol
v iillettere sul fatto che numerosi altri fenomeni presentavano le stesse
- wnteristiche dei suoi circuiti elettrici oscillatori. In un articolo scrit-
1w i collaborazione con J. Van der Mark nel 1928 Van der Pol forni

' Van der Pol 1926 e Van der Pol, Van der Mark 1928.

* O rappresenta oscillazione della corrente elettrica e @ la ‘velocitd’ di questa
Adlazione.
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una lista dei fenomeni che, a suo avviso, presentavano oscillazioni con
rilassamento. La lettura di questa lista & alquanto sorprendente:

Alcunt tipici esempi di oscillazioni con rilassamento sono: I’arpa eoliana, un
martello pneumatico, il rumore cigolante di un coltello su un piatto, lo svento-
lio di una bandiera al vento, il rumore ronzante che fa talvolta un rubinetto d’ac-
qua, il cigolio di una porta, il multivibratore di Abraham e Bloch, il tetrodo mul-
tivibratore, le scintille periodiche prodotte da una macchina di Wimshurst, 'in-
terruttore di Wehnelt, la scarica intermittente di un condensatore in un tubo a
neon, la manifestazione periodica di epidemie e di crisi economiche, la densita

28

periodica di un numero pari di specie animali che vivono assieme ¢ una delle
quali serve di nutrimento all’altra, il sonno dei fiori, la manifestazione periodi-
ca di temporali dopo una depressione, i brividi di freddo, la mestruazione, e in-
fine i battiti del cuore (Van der Pol, Van der Mark 1928, pp. 765-66).

Questa lista & sorprendente per molte ragioni. In primo luogo a cau-
sa dell’eterogeneita dei fenomeni menzionati, i quali fanno riferimento
a contesti molto diversi fra loro. Essi sono collegati fra loro soltanto da
un’analogia che consiste nel fatto di essere tutti descrivibili con una so-
la immagine matematica, quella rappresentata nella figura 3.3. Ritro-
viamo cosi un concetto di cui abbiamo gia parlato all'inizio di questo
libro: il concetto di analogia matematica. La definizione che ne abbia-
mo dato nel capitolo 1 si adatta perfettamente a questa circostanza. In
ctfetti Van der Pol ¢ alla ricerca di analogie, nel senso generale e gene-
rico della parola, tra fenomeni talora assai diversi, dei quali uno alme-
no (nel caso specifico, il circuito elettrico auto-oscillante) pud essere
descritto matematicamente in modo semplice.

La seconda ragione che rende sorprendente la nostra lista & I'as-
wenza di ogni spiegazione delle ragioni per le quali i fenomeni in oggetto
possono essere considerati come auto-oscillatori.

Vedremo meglio nel capitolo seguente come la fisica matematica
 lassica abbia codificato un complesso di regole generali che indicano
I forme del passaggio dall’analisi dei fatti empirici alla loro formula-
rione matematica. Secondo questo complesso di regole occorre in pri-
no luogo identificare con precisione, mediante un’analisi empirica o
.perimentale, le caratteristiche piti importanti del fenomeno studiato.
)ccorre, in secondo luogo, pervenire a una rappresentazione matema-
tica, il che richiede I'identificazione delle variabili di stato del sistema
- la costruzione di una ‘struttura’ matematica appropriata alla descri-
s1one di quel fenomeno (si trattera di equazioni o di qualcosa di analo-
po). Infine occorre stabilire un confronto fra le previsioni ottenute a
partire dalla ‘struttura’ matematica e i dati reali, al fine di giustificarela
| \ppresentazione matematica: qui 'analisi sperimentale gioca un ruolo
- entrale,

Questa impalcatura concettuale non esiste pidt nella visione di Van
ler Pol. Nella lista degli «esempi di oscillazioni con rilassamento tipi-
- hew soltanto alcuni di essi (il circuito elettrico, il tubo a neon, ecc.) pos-
ono essere considerati come fenomeni atito-oscillatori sulla base di un
fondamento solido da un punto di vista teorico e sperimentale. In tutti
vl altri casi esistenza di un’auto-oscillazione con rilassamento e di un
-1clo limite poggia soltanto su un’intuizione vaga e priva di rigore: I'au-
1ore non fornisce alcuna giustificazioné di questa esistenza, salvo la sua
personale intuizione. Di fatto I'idea di rappresentare i fenomeni di na-
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tura non fisica descritti in questa lista mediante un ‘oscillatore di Van
der Pol’ & nata e morta con questo articolo, con una sola eccezione: il
battito cardiaco. In effetti in questo articolo troviamo la descrizione di
un modello matematico che ¢ divenuto il prototipo famoso di una lun-
ga serie di modelli matematici del battito cardiaco i quali hanno dimo-
strato di esser validi e di avere un’effettiva utilita pratica.

Quando Van der Pol parla della possibilita di descrivere in termini
matematici la coesistenza delle specie animali, egli menziona i risultati
di Volterra. Ma questo riferimento & privo di fondamento, perché i
modelli classici di Volterra (di cui parleremo nel capitolo seguente) non
presentano cicli limite. Si & anche tentato di descrivere le crisi econo-
miche mediante modelli matematici ‘analoghi’ ai modelli di Volterra®.
L’idea di descrivere la dinamica delle crisi economiche mediante auto-
oscillazioni ha suscitato un interesse alquanto modesto. Gli altri sug-
gerimenti di Van der Pol sono rimasti quasi tutti nel regno della fanta-
sia. Dunque & soltanto nel caso del battito cardiaco che I’analogia di
Van der Pol si & rivelata davvero feconda. Il modo in cui questo mo-
dello fu costruito & alquanto sorprendente ed & interessante darne una
descrizione, sia pur sommaria.

Per molto tempo si ritenne che i battiti del cuore fossero diretti dal
sistema nervoso centrale, ma gli sviluppi della fisiologia moderna mo-
strarono che non era affatto cost: il sistema nervoso pué influenzare il
ritmo cardiaco ma non ha il ruolo di ‘controllore’ (o pace-maker) di que-
sto processo. Nonostante il cuore possieda una proprieta di srritabilita
che lo rende sensibile agli stimoli del sistema nervoso, esso stesso & al-
lorigine della sua funzione di contrattilita. Per di pin, ogni parte del
cuore ¢ capace di generare la contrazione in modo autonomo. Esiste
tuttavia una gerarchia delle differenti parti del cuore nella funzione di
stimolare la contrazione. Si ammette che il ruolo principale di ‘pace-
maker’ appartenga a un sistema di cellule detto nodo sinusale o seno (S
nella figura 3.5). Se il cuore & in buona salute, i suoi battiti sono rego-
lati dallo stimolo che proviene dal seno e che si propaga nelle sue dif-
ferenti parti, a cominciare dagli atri (o orecchiette) (4,, A4 ).

Ma se lo stimolo del seno non perviene agli atri, essi non manche-
ranno di contrarsi secondo un lore proprio ritmo, che & piu lento di
quello del seno. La stessa cosa accade per le altre parti del cuore. Lo
stimolo del seno si trasmette dagli atri ai ventricoli (V,, V. ) attraverso
un fascio di fibre muscolari che & detto fascio atrio- ventrzcolare o fascto
di His (H). In tal modo si ottiene uno schema di ripartizione gerarchl-
ca del cuore in cinque parti che & alquanto grossolano schemi di ri-
partizione pit fini possono condurre a descrizioni pit precise. La ge-

¢ Si veda Goodwin 1982. Si veda anche 7#fra il capitolo 22.
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Figura 3.5

rarchia adottata da Van der Pol & la piu semplice possibile; essa & ba-
~ata sull’ipotesi che le contrazioni rispettivamente degli atri e dei ven-
tricoli siano sincrone (il che & vero soltanto in forma assai approssima-
14), e schematizza il cuore come un sistema a tre gradi di liberta: il se-
no (8), Patrio (A), il ventricolo (V), con la gerarchia§ - A - (H) -V
(i1 cui il passaggio A — V non & diretto ma avviene attraverso la me-
Jiazione del fascio di His H).

La mamfestazmne pitt evidente della contrattilita del cuore ¢ la sua
lunzione di ‘pompa’ che determina la circolazione del sangue. E quin-
i naturale che una descrizione quantitativa del ciclo cardiaco abbia co-
me obbiettivo dapprima gli aspetti meccanici e miri a misurare le varia-

<oni di pressione indotte dall’attivita del cuore. E questa, in effetti, la
v seguita dalla fisiologia dal punto di vista storico: si misurava la va-
1azione nel tempo della pressione intracardiaca (o arteriosa, o venosa)
- on diversi apparecchi e la si rappresentava mediante curve dette ‘car-
Jdioprammi’?. E assai sorprendente constatare che il cardiogramma

1ol ventricolo di un cuore normale & del tutto analogo alla curva che si
.ttiene rappresentando le variazioni d’intensita della corrente elettrica in
an circuito auto-oscillante ‘alla Van der Pol’. In entrambi i casi, questa
. viiva ha approssimativamente la forma rappresentata nella flgura 3.4.

| Ina sintesi storica di queste ricerche si trova in Luciani 1923, vol. I, pp. 189-
R
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Ma ancor pit sorprendente & il fatto che la matematizzazione del-
Dattivita cardiaca non si sia sviluppata seguendo la linea pur promet-
tente dell’analogia meccanica. Nell’articolo di Van der Pol e Van der
Mark non si fa menzione alcuna dell’analogia, sebbene evidente, fra il
cardiogramma del cuore e la soluzione dell’equazione di Van der Pol.
Non ¢ difficile spiegare questo disinteresse per I'analogia meccanica di-
retta. Gia da alcuni anni un nuovo e potente strumento permetteva di
analizzare il comportamento fisiologico e patologico del cuore e di da-
re una descrizione quantitativa di alcuni aspetti del suo comportamen-
to: I'elettrocardiografia. Fu senza dubbio questa tecnica, legata alla sco-
perta che l'attivita del cuore & associata alla produzione di una corren-
te elettrica misurabile®, a spingere Van der Pol alla ricerca di un’analo-
gia sul piano elettrico. E cid nonostante la curva dell’oscillazione elet-
trica cardiaca ('elettrocardiogramma rappresentato nella figura 3.9)
non presenti la minima somiglianza con la curva dell’auto-oscillazione
del circuito di Van der Pol {v. fig. 3.4). Scegliendo la via dell’analogia
fra il suo modello elettrico e il comportamento elettrico del cuore uma-
no, Van der Pol era da un lato influenzato dalle correnti dominanti nel-
la ricerca scientifica dell’epoca, dall’altro ispirato da un’intuizione tan-
to fortunata quanto priva di solide giustificazioni.

L’idea di Van der Pol fu dunque quella di assimilare il cuore a un
sistema elettrico a tre gradi di liberta — le tre componenti §, A, V - cia-
scuna funzionante come un sistema elettrico a oscillazioni con rilassa-
mento. Il sistema elettrico capace di produrre delle oscillazioni con ri-
lassamento, e scelto da Van der Pol per il suo modello, & riprodotto nel-
la figura 3.6. Esso & formato da una lampada a neon Ne, da un con-
densatore C avente la capacita di 1 microfarad circa, da una resistenza
R di 1 megaohm e da una batteria di 180 volt. Con queste caratteristi-
che fisiche il sistema da luogo a un lampo nella lampada a neon circa
ogni secondo.

Il modello elettrico del cuore di Van der Pol & dato dall’accoppia-
mento gerarchico di tre di questi sistemi: il primo di essi rappresenta il
seno, il secondo 'atrio e il terzo il ventricolo (v. fig. 3.7). La trasmis-
sione dello stimolo da A a V & rappresentata mediante un sistema con
ritardo realizzato mediante un quarto tubo a neon R, «che simula il
tempo finito necessario allo stimolo per essere trasmesso dall’atrio al
ventricolo attraverso il fascio atrio-ventricolare» (Van der Pol, Van der
Mark 1928, p. 768).

8 Questa scopetta, dovuta a Ludwig e Waller nel 1887, diede luogo allo svilup-
po dell’elettrocardiografia soltanto dopo I'introduzione dell’uso sistematico del gal-
vanometro a corda da parte di Einthoven nel 1907.
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Figura 3.6

s

Figura 3.7

| apparecchio aveva I'aspetto descritto nella figura 3.8. «Lo stru-
mento possiede sul retro tre chiavi, mediante le quali & possibile tra-
.mettere un breve impulso elettrico ai sistemi S, A, e V, producendo co-
+ nispettivamente delle extrasistole del seno, dell’atrio e del ventricolo.
Inolire, 'accoppiamento fra A e V (atrio e ventricolo) pud essere gra-
luato a volonta, imitando in tal modo le belle esperienze di Erlanger
- onsistenti nel serrare progressivamente il fascio di His» (Van der Pol,
\"in der Mark 1928, p. 769). .

I’ possibile ottenere elettrocardiogrammi del cuore artificiale so-
“rapponendo gli impulsi dell’atrio e del ventricolo e registrandoli con
an oscillografo. 1l risultato & rappresentato nella figura 3.9. L’analogia
-on I'clettrocardiogramma del cuore umano & evidente: si ritrovano i
1 mcipali elementi costitutivi di quest'ultimo ('onda P e il complesso
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Figura 3.8

ORS) con Peccezione dell’onda T. D’altra parte, il significato di que-
st'onda non era ancora ben chiaro all’epoca®: «Poiché lorigine del-
onda T nell’elettrocardiogramma del cuore umano non ¢ ancora del
rutto chiara — osservano Van der Pol e Van der Mark — non siamo in
grado di inserire un meccanismo che la rappresenti» (Van der Pol, Van
der Mark 1928, p. 769).

Ma l'interesse del modello non & legato soltanto all’analogia che esi-

ste fra i due elettrocardiogrammi (umano e artificiale). Abbiamo visto

difatti che il modello concreto (v. fig. 3.9) era costruito in modo da per-
mettere la simulazione dei disturbi di conduzione del battito cardiaco.
In effetti Van der Pol e Van der Mark mostrarono che, trasmettendo
degli impulsi al ‘cuore’ attraverso le chiavi poste sul retro dell’appa-
recchio, era possibile simulare i tre tipi standard di extrasistole del cuo-
re umano: le extrasistoli ventricolari (v. fig. 3.10), quelle atriali (v. fig.
3.11) e quelle sinusali (v. fig. 3.12).

Tuttavia Particolo di Van der Pol e Van der Mark contiene un se-
condo gruppo di simulazioni che & ancor pit interessante. Abbiamo vi-
sto che il modello conteneva un sistema con ritardo R che simulava il
fascio di His. Modificando questo ritardo era possibile simulare delle
lesioni pitt o meno gravi di questo fascio, le quali comportano per il
cuore umano la perdita di una parte o di tutti gli stimoli provenienti dal
seno e, di conseguenza, dei battiti ventricolari. Questa perdita puo es-
sere occasionale, ma una lesione accentuata puo determinare una per-

9 Le oscillazioni dell’elettrocardiogramma rappresentano i processi di depola-
rizzazione e ripolarizzazione degli atri e dei ventricoli. L’onda T corrisponde alla ri-
polarizzazione ventricolare.
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Elettrocardiogramma del cuore umano

Elettrocardiogramma del cucre artificiale

Figura 3.9

1: cuore artificiale normale; 2 e 3: extrasistoli ventricolari

Figura 3.10

it sistematica dei battiti ventricolari, the possono allora prodursi al
1itmo di un battito ogni due battiti del seno o di un battito ogni tre bat-
it del seno, e cost via, incluso il caso della «dissociazione completa».
I uest’ultima circostanza, il ventricolo batte secondo il suo proprio
yvinmo (il ritmo «idio-ventricolare»). Queste situazioni sono note da lun-
o tempo sotto il nome di blocchi atrio-ventricolars; in particolare, i ca-
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1: cuore artificiale normale; 2 e 3: extrasistoli degli atrii

Figura 3.11
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1: cuore artificiale normale; 2: extrasistole sinusaie

Figura 3.12

si di un rapporto ben determinato fra i battiti, sono detti blocchi di
Wenckebach di tipo n:1 (dove il numero # dei battiti del seno puo va-
riare fra 1 e 5). Ebbene, il modello di Van der Pol permette di ottene-
re una classificazione completa di questi blocchi. La figura 3.13 mostra
i risultati ottenuti modificando progressivamente il sistema con ritardo.

Ma P’aspetto pill interessante & che questa classificazione non era
completamente nota all’epoca in cui fu pubblicato I’articolo di Van der
Pol e Van der Mark: «Questa nuova teoria — osservavano gli autori —
permette di predire certe anomalie del ritmo cardiaco che, a nostra co-
noscenza, non sono state finora osservate e riconosciute nel cuore uma-
no» (Van der Pol, Van der Mark 1928, p. 767). Pertanto il modello di
Van der Pol non aveva soltanto una funzione descrittiva, ma poteva es-
sere utilizzato per prevedere e classificare disturbi cardiaci conosciuti
soltanto in parte all'epoca. E quindi facile comprendere perché la clas-
se di modelli pit perfezionati dedotti in seguito a partire da questo pri-
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1: elettrocardiogramma normale del cuore artificiale; 2: perdita occasionale del battito
ventricolare; 3: blocco atrio-ventricolare 2:1; 4: blocco 3:1; 5: blocco 4:1; 6 e 7: blocco
totale o dissociazione completa fra atrio e ventricolo.

NIV DN
VI

Figura 3.13

mo modello grossolano si riveld assai utile (soprattutto nel quadro di
un approccio informatico) tanto al fine di una classificazione scientifi-
ca quanto al fine di una diagnosi rapida dei disturbi di conduzione
cardiaca’®.

Ci siamo soffermati cosi a lungo sul modello di Van der Pol perché,
a4 nostro avviso, esso rappresenta un eccellente prototipo di ‘modello
matematico’ nel senso moderno del termine. In esso vediamo all’opera
il metodo dell’analogia matematica e una concezione del tutto nuova
del rapporto fra teoria matematica e verifica empirica. Esamineremo
ora in maggior dettaglio come questi due aspetti si connettano nel qua-
dro di una concezione unitaria,

19 Questo modello non pud essere utilizzato per analizzare gli aspetti nei quali
non ¢ possibile trascurare la velocita finita di propagazione della contrazione nel
cuore. In questa circostanza occorte far uso di tecniche matematiche differenti (la
icoria delle equazioni alle derivate parziali). Non & quindi possibile studiare distur-
Iyt come la fibrillazione o il futzer nel quadro concettuale del modello di Van der
I’0l. Per un modello piti recente, si veda Zloof, Rosenberg, Abbott 1973. Invece Zec-
man 1972 presenta una genetalizzazione del modello di Van der Pol nel linguaggio
Jella teoria delle catastrofi (si veda anche #nfra il capitolo 20).
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Abbiamo gia osservato che, nell’approccio di Van der Pol, il mo-

dello non & costruito sulla base di un’analisi rigorosa delle proprieta spe-
cifiche del fenomeno studiato. La via seguita & piuttosto quella di una ri-
cerca di analogie fra alcune caratteristiche importanti del fenomeno in
oggetto e le caratteristiche di un altro fenomeno, per il quale si dispone
di una rappresentazione matematica soddisfacente. Il fenomeno che
serve da modello non ¢ di natura necessariamente meccanica: pertanto
le rappresentazioni di tipo meccanico non hanno un ruolo privilegiato:
quel che conta ¢ la struttura matematica: a essa compete il ruolo di mo-
dello. Come abbiamo osservato nel capitolo 1, questo metodo consiste
dunque nel trovare delle ‘analogie’ (nel senso generale e generico del
termine) tra fenomeni talora assai diversi fra loro, e fra i quali ne esiste
almeno uno suscettibile di una descrizione matematica ‘semplice’. Non
appena stabilite queste analogie, tale descrizione sara un modello mate-
matico per tutti i fenomeni ‘simili’. Non insisteremo mai abbastanza sul
carattere assai vago e talora arbitrario dell’analogia di partenza, la qua-
le pud ridursi persino a un’intuizione vaga ed embrionale e rivelarsi al-
la fine persino infondata. Nel capitolo successivo mostreremo in modo
piti chiaro’abisso che separa questo procedimento alquanto audace dai
metodi prudenti della fisica matematica classica, ma mostreremo anche
la persistenza di legami pit1 0 meno nascosti.

La costruzione di un modello non & mai, in fin dei conti, totalmen-
te arbitraria, perché non & possibile sopprimere ’esigenza di una giu-
stificazione dell’analogia. L’approccio della fisica classica era ispirato
al metodo sperimentale, fondato sull’idea galileiana del «cimento»: si
interroga la natura e si confrontano i risultati ottenuti con le previsioni
matematiche. L’approccio seguito da Van der Pol segue soltanto in
parte questo punto di vista: la modellistica matematica se ne allonta-
nera ancor di pil1, accontentandosi di vaghe verifiche o di ragionamen-
ti generali volti a giustificare la verosimiglianza del modello. L’analogia
fra il battito cardiaco e le oscillazioni con rilassamento non & altro che
un’ipotesi vaga e inverificabile: i due fenomeni non hanno alcun pun-
to di contatto evidente. Per avvicinarli, Van der Pol costruisce un mo-
dello concreto del cuore mediante circuiti elettrici che producono del-
le oscillazioni con rilassamento. A posteriori questo armamentario pet-
mette di legittimare I’analogia iniziale. Persiste tuttavia un profondo ia-
to fra realta e modello: il modello non & dedotto dalla realta e non rap-
presenta neppure un’approssimazione concettuale, tutt’al piti si tratta
diuna metafora matematica di alcuni suoi aspetti. In effetti & chiaro che
il modello di Van der Pol non & una rappresentazione del cuore, e nep-
pure un modello de/ ritmo cardiaco, perché esso trascura deliberata-
mente numerosi aspetti tutt’altro che accessori del processo. Questo
modello ci offre soltanto una metafora matematica di alcuni lati del fe-
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nomeno. La sua legittimita & a posteriori e si basa su una catena al-
quanto complessa di connessioni che permettono di stabﬂ{rne la vero-
simiglianza e ' utilita. La scelta dell’analogia di partenza puo essere sol-
tanto giustificata entro un contesto intuitivo, psicologico o storico, ma
al di fuori di questo contesto & priva di qualsiasi fondamento.

In conclusione il modello di Van der Pol offre un eccellente esem-
pio del metodo dell’analogia matematica. Esso mostra come uno sche-
ma matematico possa divenire uno strumento capace di rappresentare
fenomeni anche molto diversi fra loro. Il legame che la modellistica co-
si stabilisce fra questi fenomeni sara designato pit tardi da un teorico
della teoria dei sistemi, Ludwig von Bertalanffy'!, con un termine ri-
preso dalla matematica; isomorfismo. 1l fatto di gondividerg una rap-
presentazione matematica unica permette di considerare dei fenomeni
diversi come ‘isomorfi’, cioé come ‘aventi la stessa forma’.

11 Si veda Bertalanffy 1968.



Capitolo quarto

UN DIVERSO PUNTO DI VISTA:
| MODELLI DI DINAMICA
DELLE POPOLAZIONI DI VOLTERRA

In questo capitolo esamineremo un altro esempio di modello mate-
matico. Il suo interesse deriva dal fatto che, nonostante fosse concepi-
to negli stessi anni in cui Van der Pol pubblicava i suoi lavori, esso &
Ispirato da un approccio radicalmente diverso, legato a una concezio-
ne assa tradizionale dell’analogia meccanica e che ha come punto di ri-
ferimento esplicito i metodi della fisica matematica classica.

L’autore di questo modello, Vito Volterra, era uno dei matematici
italiani pit famosi dell’epoca. Volterra si interessava soprattutto di ana-
lisi matematica e di problemi di teoria dell’elasticita. Tuttavia il suo in-
teresse per le applicazioni della matematica fuori del campo della fisi-
ca sl era manifestato fin dagli inizi della sua attivita scientifica. Nel ca-
pitolo 1 abbiamo citato un brano di una conferenza che Volterra ten-
ne nel 1901, e che era dedicata proprio alle applicazioni della matema-
tica alle scienze biologiche e sociali. Il punto di vista di Volterra era
cl.as.smo: €sso seguiva un approccio strettamente determinista e mecca-
nicista, e si riferiva alla fisica matematica e alla meccanica come alle cor-
nici concettuali necessarie a costruire nuove branche scientifiche degne
di questo nome. Come vedremo, agli inizi del secolo Volterra si inte-
ressé molto alle applicazioni della matematica all’economia sviluppate
da Léon Walras e da Vilfredo Pareto. Egli considerava i loro lavori co-
me un eccellente esempio di una corretta trasposizione dei metodi del-
la meccanica a una scienza non fisica. Nella conferenza del 1901 egli ri-
volgeva invece la sua attenzione alle applicazioni della matematica alla
biolo_gia e le considerava molto meno soddisfacenti di quelle economi-
che, in quanto rientravano piuttosto nel campo dei metodi statistici e
probabilistici (e, in particolare, nel campo della ‘biometria’) che non in
quello dei metodi matematici ‘propriamente detti’, da lui identificati
con il calcolo infinitesimale.

Volterra stesso spiegd, in questa conferenza, quale era il metodo da
seguire nella matematizzazione della realta. Non & sufficiente ‘utilizza-
re’ la matematica, perché «il tradurre nel linguaggio dell’aritmetica o
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della geometria i fatti della natura, & piuttosto schiudere il varco alle
matematiche che non porre in opra lo strumento dell’analisi» (Volter-
ra 1901, p. 9). Occorre invece ricorrete a un vero e proprio metodo:

Lo studiare le leggi con cui variano gli enti suscettibili di misura, I'idealiz-
zarli, spogliandoli di certe proprieta o attribuendone loro alcune in modo as-
soluto, e lo stabilire una o pitl ipotesi elementari che regolino il loro variare si-
multaneo e complesso; cid segna il momento in cui veramente si gettano le ba-
si sulle quali potra costruirsi l'intero edificio analitico. Ed & allora che si vede
rifulgere tutta la potenza dei metodi, che la matematica largamente pone a di-
sposizione di chi sa usarli. [...]

Plasmare dunque concetti in modo da potere introdurre la misura; misu-
rare quindi; dedurre poi delle leggi; risalire da esse a ipotesi; dedurre da que-
ste, mercé P'analisi, una scienza di enti ideali, si, ma rigorosamente logica; con-
frontare poscia colla realtd; rigettare o trasformare, man mano che nascono
contraddizioni fra i risultati del calcolo e il mondo reale, le ipotesi fondamen-
tali che han gia servito; e giungere cosi a divinare ad argomentare quale fu il
passato e che cosa sara ’avvenire; ecco, nei pili brevi termini possibili, riassun-
to il nascere e Pevolversi di una scienza avente carattere matematico (Volterra
1901, pp. 10-12).

L’occasione di mettere in opera questo metodo in biologia si pre-
sentd nel 1925. L’interesse di Volterra per i problemi di equilibrio fra
specie animali negli ecosistemi fu suscitato da suo genero, lo zoologo
Umberto D’Ancona (1896-1964), D’ Ancona si occupava da alcuni an-
ni di statistiche concernenti la pesca nel nord dell’Adriatico. I dati di
queste statistiche riguardavano la percentuale dei predatori (Selaci)
pescati in tre porti italiani: Trieste, Fiume e Venezia. Essi mostravano
che questa percentuale era in generale abbastanza stabile (dal 10 al
12% circa), ma che durante gli ultimi anni della prima guerra mondia-
le e nei due o tre anni seguenti si era verificata una crescita significati-
va dei Selaci. Una sintesi delle statistiche di D’Ancona & contenuta nel-
la figura 4.1.

La sola circostanza che sembrava chiaramente legata a questa cre-
scita era una diminuzione dell’attivita di pesca causata dalle attivita bel-
liche, e precisamente dalla guerra navale nell’ Adriatico durante la pri-
ma guerra mondiale. Secondo 'ipotesi di D’Ancona, la pesca pertur-
bava ’equilibrio naturale fra le specie determinando un incremento re-
lativo delle specie ‘preda’, cioé dei pesci che si nutrono soltanto di
plancton, e una diminuzione delle specie predatrici che si nutrono di
altri pesci. Pertanto la diminuzione della pesca dovuta alla guerra ave-
va ristabilito, almeno in parte, I’equilibrio naturale. D’ Ancona si rivol-
se a Volterra chiedendogli di trovare una dimostrazione matematica
della sua ipotesi.
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Figura 4.1

Volterra affrontd con molto entusiasmo il problema che gli era sta-
to postol. L’approccio che egli segui & un’eccellente illustrazione delle
sue concezioni meccaniciste. Come in meccanica, per studiare il moto
di un corpo (ad esempio, l'oscillazione di un pendolo o la caduta di un
corpo lungo un piano inclinato), si comincia con lo studiare il fenome-
no facendo astrazione dall’attrito e quindi considerando un caso limi-
te ideale, cosi Volterra affronto il problema di D’Ancona facendo astra-
zione proprio dal fenomeno della pesca. Si trattava di considerare la pe-
sca come una sorta di ‘attrito’ del sistema, di far astrazione fin dall’ini-
zio da questo elemento che perturbava il fenomeno ‘puro’, di esamina-
re quindi il caso della coesistenza fra una specie di prede e una specie
di predatori, di descriverla matematicamente, e successivamente di
reintrodurre la perturbazione, cioé Iattrito dovuto alla pesca, per ve-
dere se I'ipotesi di D’Ancona fosse corretta. La rappresentazione ma-
tematica del fenomeno della coesistenza fra prede e predatori data da

U [ risultati ottenuti da Volterra furono pubblicati in Volterra 1926 (a).
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Figura 4.2

Volterra & legata a una visione meccanicista in modo ancor piti profon-
do. Le due popolazioni sono schematizzate mediante due sistemi di
particelle che si muovono a caso in un recipiente chiuso che rappre-
senta ’ambiente naturale: il mare nel nostro caso. Questo modello &
ben noto in fisica, e in particolare in meccanica statistica: si considera
un gas perfetto come un insieme di particelle che si spostano e si urta-
no a caso in un recipiente chiuso (v. fig. 4.2). Nel modello di Volterra
ogni collisione rappresenta un ‘incontro’ fra una ‘particella-preda’ e
una ‘particella-predatore’ e fornisce al predatore 'occasione di divora-
re una preda.

Tentiamo ora di descrivere la traduzione matematica data da Vol-
terra di questo modello meccanico di un ecosistema formato da una po-
polazione di prede e una popolazione di predatori. Le due popolazio-
ni saranno rappresentate da due numeri che variano nel tempo, ovve-
ro da due funzioni del tempo, x(2) e y(2), che rappresentano rispettiva-
mente il numero delle prede e il numero dei predatori all’istante #; x(2)
¢ y(8) sono dunque le due variabili di stato del sistema. Occorre innan-
zitutto esaminare quel che accade quando le due popolazioni non si in-
contrano; e quindi esaminare ancora una volta una situazione limite. In
(questo caso le prede si riprodurranno nutrendosi di plancton, mentre
i predatori che hanno come unico nutrimento le prede finiranno con
I'estinguersi. La traduzione in termini matematici di questo caso impo-
ne una digressione.
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Abbiamo gia esaminato il problema della legge matematica della
crescita di una popolazione N(#) nel capitolod.. Esaminiamo ora la que-
stione pit da vicino. Come & possibile rappresentare le variazioni di una
popolazione in un intervallo di tempo qualsiasi, che denoteremo col
simbolo A#? La risposta & semplice: se N(2) & il numero degli individui
all’istante #, questo numero sara, al termine dell’intervallo Az, N(z + Ap).
La differenza fra i due numeri N(#) e N(¢ + Az) misura il numero degli
individui presenti in piti, o in meno, dopo il tempo Az. Denoteremo
questa differenza con il simbolo AN. Ma se si desidera stimare come va-
ria la variazione stessa, ovvero misurare la ‘velocita’ con cui varia la po-
polazione, il numero A# non serve: occorre piuttosto conoscere il rap-
porto fra questa variazione e l'intervallo di tempo:

AN N(t+A2) — N(t)
At At

La quantita soprascritta rappresenta quindi la velocita con cui va-
ria la popolazione in un certo intervallo di tempo Az: ad esempio, nel
corso di un anno, un mese, un giorno, ecc. E allora naturale chiedersi
quale sia questa velocita di variazione istante per istante. Questo pas-
saggio dalla misura media di una quantita alla sua misura istantanea
(che rappresenta, in certo senso, il suo ‘vero’ valore) ¢ un procedimen-
to consueto. Ad esempio, se si impiega un tempo A¢ per andare in au-
tomobile da una citta A a una citta B, & usuale calcolare la velocita me-
dia di percorrenza dividendo per At la distanza fra A e B. Ma questo ti-
sultato, per quanto interessante, non fornisce alcuna informazione cir-
ca la velocita dell’automobile in un istante dato. Per conoscere questa
velocita, almeno in via approssimata, occorrerebbe fare la divisione di
cui sopra per intervalli di tempo molto piccoli, anzi ‘tendenti a zero’. Si
tratta, almeno in linea di tendenza, di quel che fa il tachimetro dell’au-
tomobile quando segna con la lancetta la velocita ‘ad ogni istante’.

Questo calcolo di rapporti fra quantita ‘tendenti a zero’ forma I'og-
getto di una branca fondamentale della matematica: il calcolo infinite-
simale. Calcolando il rapporto AN/At quando At tende a zero, si ottie-
ne quindi la velocita con cui varia la popolazione all’istante £. Il valore
‘limite’ che rappresenta questa velocita istantanea si chiama derivata
della funzione N(t) rispetto al tempo t. La denoteremo col simbolo N(2)
(o dN/dt o anche N'(2)).

Osserviamo ora che la velocita (media o istantanea) di crescita diuna
popolazione non & una grandezza di cui si parla solitamente, mentre &
abituale misurare la crescita di una popolazione mediante il tasso di cre-
scita: per esempio, dicendo che essa cresce al tasso annuo del 2%, il che
significa che essa si incrementa di 2 individui ogni 100 individui in un
anno. 100 rappresenta la popolazione all’inizio dell’anno: si tratta dun-
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que di N(z) dove ¢ & I'istante iniziale dell’anno; 2 rappresenta la crescita
AN. La crescita relativa & data dal rapporto fra la crescita annua e la po-
polazione iniziale, ovvero da AN/N: si tratta del cosiddetto tasso di cre-
scita annuo della popolazione. Per conoscere il tasso di crescita in un in-
tervallo di tempo 4¢, basta dividere la quantita precedente per Az:

AN
N(t) = AN _ N(@+A)-N@
At N At N(2) - At

Riconosciamo in questa espressione la presenza della velocita me-
dia di crescita della popolazione nell’intervallo di tempo Az, Possiamo
allora “far tendere Af a zero’ e ottenere cosi il tasso di crescita della po-
polazione all'istante t:

N

Finora ci siamo limitati a dare definizioni matematiche. Il proble-
ma empirico & invece il seguente: qual ¢ il valore del rapporto scritto
sopra? Pili precisamente: & possibile stabilire il tasso di crescita istan-
taneo di una popolazione data e in circostanze ambientali date? Il pro-
blema empirico & dunque il seguente:

Nt

Sono state date molte risposte a questa domanda. La prima rispo-
sta (che & anche la piti semplice e la pitl grossolana) ¢ attribuita a Tho-
mas R. Malthus (1766-1834): il tasso di crescita & costante. La popola-
zione crescerebbe dunque costantemente del 2%, 5%, 20%, ecc. in
rapporto alla popolazione umana o animale considerata. Si ottiene co-
si I'equazione N(2) = & N(z), dove il tasso di crescita £ & un numero co-
stante. In altri termini, la velocita di crescita di una popolazione & pro-
porzionale al suo numero. Da questa ipotesi deriva una conseguenza
dimostrabile in termini matematici: secondo questa legge la popolazio-
ne crescera senza limite e in modo esplosivo, seguendo una tendenza
detta esponenziale.

Non discuteremo qui i limiti entro cui questa ipotesi & verosimile?.
Ci limiteremo a osservare che la legge di crescita malthusiana o espo-
nenziale & in contrasto con i fatti quando N(2) & grande e si accorda ab-

2 Per maggiori dettagli si veda Israel 1986; si troveranno anche alcune osserva-
sioni nel capitolo 7.
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bastanza bene con essi per popolazioni poco numerose. Cio & dovuto
al fatto che questa legge non tiene conto dei limiti imposti alla crescita
dall’ambiente. Quando questi limiti non sono sensibili (per abbondan-
za del cibo, assenza di inquinamento, ecc.) il processo di crescita & in-
fluenzato soltanto dal potenziale ‘riproduttivo’ che & allora caratteriz-
zato da una tendenza esponenziale intrinseca.

Torniamo ora al problema di D’Ancona e Volterra. Volterra sup-
pone che il tasso di crescita della popolazione delle prede sia costante,
in altri termini che la sua crescita sia malthusiana. Si tratta di un’ipote-
si accettabile se si suppone che 'ambiente marino offra ai pesci tutto il
nutrimento necessario. La crescita della popolazione delle prede sara
allora rappresentata dall’equazione %(z) = A x(z), dove A ¢ un numero
positivo.

La situazione & del tutto diversa nel caso dei predatori che dipen-
dono dalle prede per il loro nutrimento. In assenza di queste ultime i
predatori si estingueranno progressivamente. L’ipotesi di Volterra &
che questa estinzione si verifichi a una velocita esponenziale. Il tasso di
decrescita dei predatori ¢ dato allora da un numero negativo: y(2) =
~C y(#), dove C & un numero positivo.

Occorre ora introdurre I'interazione fra prede e predatori, cioé rap-
presentare matematicamente il meccanismo di predazione. Allo scopo
occorre tornare alla descrizione meccanica di tale interazione fornita da
Volterra e che si basa sulla ‘teoria degli incontri’ che abbiamo esposto
qualche pagina prima (v. anche fig. 4.2). La predazione potra verificarsi
se una preda e un predatore si incontrano. In prima approssimazione,
questo modello non tiene conto degli incontri fra tre, quattro o piu in-
dividui. Il numero delle predazioni sara allora proporzionale al nume-
ro totale degli incontri possibili fra una preda e un predatore. E facile
constatare che il numero di questi incontri a due a due & uguale al pro-
dotto dei numeri degli individui delle due popolazioni. In effetti, ogni
preda potra incontrare y predatori. Gli incontri possibili saranno quin-
di x-y. La diminuzione del numero delle prede & quindi proporziona-
le a questo prodotto. La stessa situazione si verifica per i predatori, che
potranno sopravvivere e riprodursi soltanto divorando le prede’. Oc-
corre quindi sottrarre dalla velocita di crescita delle prede un termine
proporzionale al prodotto x -y e aggiungere alla velocita di crescita dei
predatori un termine dello stesso tipo. Le equazioni di Volterra (dette

* Beninteso, le costanti di proporzionalita corrispondenti (B e D nel sistema di
equazioni che segue) non sono uguali, perché la sparizione di una preda non com-
porta automaticamente la nascita di un predatore...
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equazioni di Volterra-Lotka per ragioni che spiegheremo nel capitolo
successivo) si presentano sotto la forma seguente:

{x(t) = A x(t) =B x() y(¢)
¥(t) = =Cy(2) + D x(2) y(t)

Non ¢ possibile sviluppare qui 1’analisi matematica che conduce al-
la determinazione del diagramma di fase, e cioé delle traiettorie geo-
metriche che rappresentano I’evoluzione delle variabili di stato del si-
stema nel tempo. Questa analisi permette di mostrare che il sistema
evolve secondo le traiettorie rappresentate nella figura 4.3, e che sono
state ottenute mediante un calcolatore, determinando le soluzioni per
valori particolari dei coefficienti A, B, C, D.

L’interpretazione della loro forma & assai semplice. Partiamo, ad
esempio, dal punto I che rappresenta uno stato dell’ecosistema nel qua-
le le prede e i predatori sono assai poco numerosi. La scarsita dei pre-
datori, e quindi degli incontri, favorisce la crescita del numero delle pre-
de. L’andamento verso destra della traiettoria mette in evidenza chiara-
mente tale crescita. A poco a poco I'incremento del numero delle pre-
de (cioe di x) contribuisce all'incremento del numero degli incontri, il
che favorisce, a sua volta, la crescita del numero dei predatori. La traiet-
toria mostra questa evoluzione salendo risolutamente verso I’alto. Que-
sta tendenza persiste fino al momento in cui i predatori, sempre piti nu-
merosi, cominciano a distruggere le prede in modo sempre pil intenso.
[La traiettoria flette, in effetti, verso sinistra evidenziando la diminuzio-
ne di x, il che comporta una conseguenza disastrosa per i predatori che
in tal modo distruggono il loro mezzo di sussistenza. Di conseguenza y
diminuisce fino a che il sistema ritorna allo stato I. E cosi di seguito.

La prima conclusione che si puo ricavare da questo modello (e che
lo stesso Volterra chiamo prima legge) € la seguente: la coesistenza fra
una specie di prede e una specie di predatori ha un andamento perio-
ico e i numeri delle specie oscillano indefinitamente.

11 lettore avra ora Popportunita di svolgere un calcolo elementare.
I'ra tutte le evoluzioni possibili, quelle che si riducono a un punto han-
no un’importanza del tutto speciale. Si tratta dei cosiddetti stati di equz-
librio del sistema. In effetti, se una traiettoria si riduce a un punto, cid
<tgnifica che il sistema resta in questo stato per I'eternita, cioé che si tro-
va 'in equilibrio’. Abbiamo gia incontrato altri esempi di equilibri stu-
diando il pendolo con o senza attrito. Il punto O = (0, 0) delle figure
2.5 ¢ 2.8 rappresenta uno stato di equilibrio del pendolo ben noto:
quello in cui il pendolo ha una velocita nulla e si trova nella posizicne
verticale inferiore (corrispondente alla posizione O della figura 2.4). Si
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C/D,A/B) = (6,5
( % ) = (6.,5)
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Figura 4.3

tratta di uno stato in cui restera per 'eternita se non sara ‘svegliato’ da
un intervento esterno. Il punto (0, 0) & anche uno stato di equilibrio per
il sistema rappresentato nelle figure 3.2 € 3.3. Dal punto di vista mate-
matico un equilibrio & caratterizzato dal fatto che le variabili di stato
del sisterna restano costanti nel tempo. Nel nostro caso cid significa che
x(2) e y(2) sono delle costanti, dei numeri x ¢ §, cloé: x(t)=x e y(t)=y, per
ogni istante 7. In questo stato di equilibrio le due popolazioni restano
costanti nel tempo, il che significa che le loro velocita di variazione so-
no nulle: %(2) = 0, $(#) = 0. Quindi per ottenere gli stati di equilibrio del
sistema di equazioni di Volterra-Lotka & sufficiente porre x(z) = y(2) =
0 e calcolare i valori di x e y che soddisfano queste relazioni. Cio equi-
vale a risolvere il sistema di equazioni:

[A x(2) =B x(t) y(£) = 0
—Cy)+Dx@®)yt)=0

Cid & assai facile, e il lettore potra verificare senza difficolta che le
uniche soluzioni di questo sistema sono i punti di coordinate (0, 0) e
(C/D, A/B). Nel primo caso si ottiene uno stato di equilibrio banale: le
popolazioni non esistono e il loro numero & quindi nullo per I’eternita.
1l secondo equilibrio & non banale e dipende dai valori del tasso di cre-
scita A delle prede e del tasso di mortalita C dei predatori, nonché dai
coefficienti di predazione B e di voracita D.
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Nella figura 4.4 forniamo un’altra rappresentazione dell’evoluzione
del sistema, analogamente a quanto si & fatto nel caso del pendolo, nel
capitolo 2. Le variazioni delle popolazioni non sono rappresentate nel-
lo spazio delle fasi, ma nel piano cartesiano ordinario con il tempo in
ascissa e i valori di x e y in ordinata. I.’andamento periodico delle oscil-
lazioni delle due variabili & evidente. Le due rette rappresentano lo sta-
to dil iguilibrio delle prede e dei predatori, rispettivamente x = C/D e
y= .

Numero

Tempo
—— Predatori ---- Prede w—— Equilibrio — — Equilibrio
dei predatori delle prede
Figura 4.4

L’equilibrio (C/D, A/B) del sistema di Volterra-Lotka ha un ruolo
molto importante nella formulazione della seconda legge di Volterra. Per
chunciare questa legge occorre partire dal concetto di valore medio di
una popolazione. Tale nozione & ben nota: la popolazione media su un
periodo dato (ad esempio un anno) si ottiene considerando un certo nu-
mero di censimenti della popolazione eseguiti a intervalli fissi (per esem-
p1o ogni mese); se si censisce la popolazione all’inizio dei mesi dell’anno
wottengono inumeri N, N,, N, .. N,,, N,. Occorre quindi dividere
N1 + Nz +... +N12

12 ¢

“t ottenuto rappresenta il valore medio della popolazione nel periodo
considerato. Questo valore medio delle popolazioni x e y puo essere
alcolato per un intervallo di tempo qualsiasi. Ci scontriamo tuttavia

lisommaN, + N, +... + N, per 12. Il numero
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qui con una difficolta: x(#) e y(#) rappresentano delle misure effettuate

in un istante qualsiasi del tempo # e quindi i dati sono in numero infi-
nito. La matematica insegna a superare questa difficolta permettendo
di definire e calcolare la media di un numero infinito di dati con un pro-

cedimento del tutto analogo a quello che permette di passare dal con-
cetto di velocitd media a quello di velocita istantanea®. I interessante
calcolare il valore medio delle popolazioni in un ‘periodo’, cio¢ nell’in-
tervallo di tempo necessario per fare un giro completo di una delle cur-
ve chiuse che rappresentano 'evoluzione del sistema. Ad esempio, nel
caso della figura 4.3 il periodo ¢ il tempo necessario per andare da ] a
I sulla traiettoria®, Il risultato piu significativo & il seguente: il valore
medio della popolazione x(#) in un periodo & sempre uguale a C/D gua-
le che sia la traiettoria considerata. Lo stesso accade per il valore medio
di y(#) su un periodo: esso & sempre uguale a A/B. Questo risultato & il
contenuto della seconda legge di Volterra. Questa legge ci permette di
fare dei confronti fra il modello e i dati statistici. In effetti & facile cal-
colare i valori corrispondenti all’equilibrio. La seconda legge ci garan-
tisce che questi valori sono i dati davvero significativi del modello, per-
ché sono indipendenti dalle particolari traiettorie di evoluzione del si-
stema.

Questa osservazione ci permette di ottenere la terza legge di Volter-
ra, la quale fornisce una spiegazione del fenomeno di D’Ancona. Oc-
corre ora tenere conto dell’attivita della pesca, e quindi introdurre nel
modello questo tipo di ‘attrito’ dal quale abbiamo finora fatto astra-
zione, La pesca pud essere considerata come un ‘prelievo’ indiscrimi-
nato di prede e di predatori: si lanciano le reti e si catturano delle quan-
titd di entrambe le specie proporzionali alla loro presenza, ovvero al lo-
ro numero. La diminuzione delle due popolazioni & quindi proporzio-
nale ai numeri x e y e il coefficiente di proporzionalita dipende soltan-
to dall“intensita’ della pesca. Occorre allora sottrarre dai secondi mem-
bri delle equazioni rispettivamente i termini £x(2) e gy(2), dove € & un
numero positivo che viene chiamato precisamente ‘intensita della pe-
sca’. In tal modo si otterranno le equazioni:

[X(t) = A x(t) = B x(t) y(t) — ex(t)
(1) =-Cy() + D x(2) y(t) — ey(t)

+1In quel caso si definisce la velocita istantanea mediante il concetto matemati-
co di derivata. Qui ¢ il concetto di #ntegrale che permette di definire la nozione di
valore medio.

° Nella figura 4.4 si tratta del tempo necessario per percorrete il tratto di una
curva compreso fra un vertice e quello successivo.
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11 calcolo dell’equilibrio non banale (a coordinate non tutte nulle) di
questo nuovo sistema & semplice: le sue coordinate rappresentano evi-
dentemente i valori medi delle due popolazioni in un periodo, nel caso
in cui vi sia attivita di pesca. Questo equilibrio & rappresentato dal pun-
C+e A-¢

" B
che si enuncia al seguente modo: a causa della pesca, il valore medio del-
la popolazione delle prede x cresce della quantita /D, mentre il valore
medio della popolazione dei predatori y diminuisce della quantita &/B.
Il fenomeno di D’ Ancona & cosi spiegato: la crescita del numero dei pre-
datori e la diminuzione del numero delle prede erano conseguenza del-
Iinterruzione della pesca, che aveva modificato I’equilibrio naturale che
esisteva prima della guerra fra prede e predatori, a vantaggio delle pri-
me. La sospensione della pesca aveva ristabilito le condizioni naturali,
favorendo lo sviluppo delle specie predatrici®.

La giustificazione delle statistiche di D’ Ancona non fu 'unico suc-
cesso del modello di Volterra. Questo modello puo essere anche utiliz-
zato per fornire una brillante spiegazione di taluni effetti apparente-
mente contraddittori dell’'uso dei pesticidi in agricoltura. Consideria-
mo, ad esempio, il seguente fatto storico. Nel 1868 un parassita del co-
tone, 'insetto di origine australiana Icerya Purchast, si introdusse negli
Stati Uniti dove danneggid in modo imponente le coltivazioni di agru-
mi. Si penso allora di introdurre il suo predatore naturale australiano,
la coccinella Novius Cardinalis, grazie alla quale la presenza dell’Icerya
Purchasi fu contenuta e ridotta a un livello assai basso. Piu tardi la sco-
perta del pesticida DDT suggeri un nuovo intervento volto a eliminare
completamente il parassita. Il risultato fu opposto agli effetti sperati: il
numero degli Icerya Purchasi aumentd! Questo fenomeno puod essere
facilmente spiegato nel quadro del modello di Volterra, perché I'uso
del DDT puo essere considerato come una sorta di ‘pesca’ degli inset-
ti. Il modello prevede, nel caso di intensificazione della pesca, un in-
cremento del numero delle prede (Icerya Purchasi) e una diminuzione
del numero dei predatori (Novius Cardinalis).

Quanto precede potrebbe suggerire la conclusione che il modello
di Volterra sia in perfetto accordo con i fatti empirici. Purtroppo la si-

to di coordinate ( ) Ne segue la terza legge di Volterra,

¢ Per una descrizione pit dettagliata dei risujtati di Volterra si veda Israel 1988,
1990 (b), 1991 (c), 1993 (c) e l'introduzione all’ed. it. (1995) di Volterra, D’Ancona
1935. Una presentazione elementare del contenuto delle tre leggi fu fatta in un film
preparato nel 1938 da un collaboratore di Volterra, il biomatematico russo Vladi-
mir A. Kostitzin (1882-1963), in collaborazione con Jean Painlevé (1902-1989), pio-
niere della cinematografia di divulgazione scientifica. Questo film & consetvato ne-
gli archivi del Palais de la Découverte a Parigi. Per una descrizione del contenuto e
dello stile del film si veda Milldn Gasca 1993.
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tuazione non ¢ cosi semplice. La migliore dimostrazione della validita
del modello di Volterra consiste nella sua capacita di giustificare dei fe-
nomeni ‘alla D’Ancona’. Ma & possibile dire che cio sia dovuto al fatto
che un ecosistema formato da una specie di prede e da una specie di
predatori evolve secondo I'andamento ciclico previsto dal modello e
rappresentato nelle figure 4.3 e 4.4? Non esiste una risposta chiara e
univoca a tale quesito. Alcuni anni dopo la formulazione di questo mo-
dello si tento di verificarne la prima legge (e cioé la periodicita delle
oscillazioni). Lo stesso Volterra si dedicd col massimo impegno al per-
seguimento di questo obbiettivo’. Gli inizi furono promettenti: le espe-
rienze del biologo russo Jurij Fran¢evié¢ Gause (1910-1989) sembraro-
no confermare la prima legge e Gause stesso scrisse a Volterra manife-
stando la sua adesione alle previsioni del modello. Ma il seguito fu de-
ludente: non si riuscivano a trovare casi veramente chiari e inconfuta-
bili di un comportamento ciclico negli ecosistemi preda-predatore. Le
obbiezioni si moltiplicarono fino a che molti ecologisti cambiarono
opinione e si giunse fino al punto che P'interpretazione delle statistiche
di D’Ancona venne rimessa in discussione. Secondo certi biologi, fra
cui Karl Pearson (1857-1936) e Friedrich Simon Bodenheimer (1897-
1959), le conclusioni di D’Ancona erano corrette soltanto se si conta-
vano i Selaci relativamente alla massa totale degli animali bentonici
commestibili, mentre non erano piti evidenti se da questa massa si sot-
traevano le seppie. Verso la fine di questa polemica persino D’Ancona
aveva quasi cambiato parere e ammetteva che le critiche di Pearson,
Bodenheimer e Gause avevano un fondamento.

Fino a oggi il solo esempio di ecosistema preda-predatore che pre-
senta un’evoluzione avente un carattere approssimativamente ciclico &
dato da una statistica concernente le lepri e le linci del Canada. La sto-
ria di questa statistica & alquanto curiosa. Per molti anni, dal 1847 al
1903, la Hudson’s Bay Company controlld la caccia della lince del Ca-
nada (o ‘gatto del Canada’) e del suo alimento primario, la lepre, regi-
strando con regolarita il numero di animali cacciati. Nonostante que-
ste cifre forniscano un’idea soltanto approssimativa della densita effet-
tiva delle linci e delle lepri in quella zona, esse presentano il vantaggio
di estendersi su un periodo molto lungo, piti di mezzo secolo. Esse for-
niscono quindi un’immagine molto interessante, forse unica, di una di-
namica delle variazioni di densita di due popolazioni animali, sintetiz-
zata nell’istogramma della figura 4.5.

7 Sui tentativi messi in opera da Volterra per verificare le sue teorie dal punto
di vista sperimentale e sulle sue discussioni con i biologi, si veda Millan Gasca in
stampa, Israel, Millin Gasca 1993, e l'introduzione all’edizione italiana (1995} di
Volterra, D’Ancona 1935.
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Figura 4.5

La figura 4.5 mostra chiaramente '’andamento oscillatorio e (ap-
prossimativamente) periodico del numero delle lepri e dei loro preda-
tori, il quale & in discreto accordo con il modello di Volterra. Massi trat-
ta di un caso isolato. La questione della validita generale del modello
di Volterra resta aperta. Si potrebbe anche dire che essa ¢ chiusa, se si
ammette che questo modello, a causa della sua estrema semplicita, puod
spiegare soltanto situazioni limite, ovvero dei casi di laboratorio o quel-
lo dell’ecosistema lepri-linci, nel quale le influenze esterne sono tra-
scurabili. In tutte queste circostanze le interazioni fra prede e predato-
ri sono, per cosi dire, allo stato ‘puro’, cioé non sono perturbate da fat-
tori esterni. Non appena si ha a che fare con una situazione piu com-
plessa, come & quasi sempre il caso degli ecosistemi naturali, il model-
lo si rivela del tutto inadeguato. Nei capitoli 7 e 21 torneremo sugli svi-
luppi della teoria matematica della coesistenza fra popolazioni anima-
li, volti a perfezionare i primi risultati di Volterra. Per il momento il no-
stro obbiettivo & soltanto quello di sottolineare gli aspetti essenziali del
modello di Volterra e di mettere in luce la concezione che lo ispira, in
modo da distinguerla nettamente daglt approcci alla Van der Pol.

In primo luogo il modello di Volterra non ¢ dedotto per analogia,
come nel caso del modello di Van der Pol. Esso ¢ ispirato da un ap-
proccio del tutto classico: si parte dall’analisi di un fenomeno reale, si
fa astrazione dagli aspetti accessori (‘attriti’), si determinano le variabi-
li di stato, e si formula un’ipotesi matematica circa I’andamento del fe-
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nomeno. In secondo luogo il modello & costruito sulla base di un’ana-
logia meccanica: si potrebbe persino dire che esso & 'espressione di un
tentativo di trapianto di concetti della meccanica in biologia. Infine nel
mgdell-o di Van der Pol il problema della verifica si pone in modo as-
sai indiretto, benché efficace, mentre nel caso del modello di Volterra
l’gpproccio & del tutto tradizionale: si tratta di trovare delle prove em-
piriche o sperimentali che verifichino direttamente le leggi dedotte dal
modello e non di giustificarne la validita in modo indiretto, cioé ba-
sandosi sull’efficacia di alcune delle sue conseguenze. E per queste ra-
gioni che secondo Volterra la giustificazione dell’ipotesi di D’Ancona
sugli effetti della pesca non era sufficiente a dimostrare la validitd em-
pirica del modello. Ed & a causa di questa convinzione che egli cercd

durante il resto della sua vita, una dimostrazione empirica divetta della
validita della prima legge, secondo cui 'evoluzione delle popolazioni
presenta oscillazioni periodiche,

Torneremo su questi temi. Per il momento concentreremo la nostra
attenzione sul primo aspetto, e cio¢ sul ruolo del procedimento di ana-
logia. L’atteggiamento diffidente di Volterra, come di molti altri scien-
ziati della sua epoca, nei confronti di questo approccio mostra chiara-
mente 'importanza della svolta che prese forma nel corso degli anni
venti e condusse alla formazione delle concezioni moderne della mo-
dellistica matematica.

Capitolo quinto
LA SORPRENDENTE STOR!A
D! UNA DISPUTA DI PRIORITA

Volterra era in ottimi rapporti con il celebre biologo scozzese
D’Arcy Wentworth Thompson (1860-1948). Quando questi venne a
conoscenza dei risultati delle ricerche di Volterral, gli propose di scri-
verne un riassunto per la rivista «Nature». Volterra prepard immedia-
tamente un breve articolo, nel quale taceva gli aspetti strettamente ma-
tematici della sua teoria, e che fu pubblicato sulla rivista «Nature» nel
corso dello stesso anno 19262, attirando cosi I'attenzione di uno stati-
stico americano, Alfred J. Lotka (1880-1949). La figura scientifica di
Lotka & molto interessante. Egli non era uno scienziato nel senso con-
sueto del termine: non faceva parte di alcuna Universita né di alcuna
istituzione scientifica. Era supervisore dell’Ufficio di Statistica della
Metropolitan Life Insurance Company di New York. Sulla base della
sua esperienza come funzionario delle assicurazioni, egli aveva studia-
to in modo rigoroso i problemi della statistica delle popolazioni. Inol-
tre Lotka possedeva vaste conoscenze di chimica e di biologia. L’elen-
co dei suoi lavori & assai sorprendente: si interessava di una quantita im-
pressionante di temi scientifici, dalla teoria astratta delle reazioni chi-
miche alla fisica statistica, dalla statistica delle popolazioni ai problemi
della teoria dell’evoluzione, dall’epidemiologia alla teoria delle proba-
bilita. Lotka era, nel senso pieno del termine, uno scienziato non ‘uffi-
ciale’, un pensatore solitario ed eclettico. Egli ebbe una carriera scien-
tifica alquanto sfortunata, disseminata di incomprensioni e circondata
da un pesante silenzio’. E tuttavia il volume Elements of Physical Bio-

: D’Arcy Thompson ne era venuto a conoscenza leggendo 'articolo Volterra
1926 (a).

2 §j tratta dell’articolo Volterra 1926 (b).

5 1] biomatematico russo emigrato in Francia V.A. Kostitzin scriveva a Volterra
nel 1935: «L’umanita scientifica (come P'umanita in generale) & stupida, ingiusta e
incline a frustrare gli uni a profitto degli altri, e soprattutto i poveri a svantaggio dei
ricchi. [...] Per [Lotka] la biologia matematica & tutta la sua vita scientifica, la sua
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logy, pubblicato nel 19254, che era un compendio di considerazioni, ri-
sultati e analisi che spaziavano dalla teoria dell’evoluzione all’ecologia,
dalla fisiologia all'endocrinologia e alla psicologia, esercitd un grande
influsso postumo su scienziati come Norbert Wiener (1894-1964). Al-
le pagine 88 e seguenti del libro di Lotka si trova la rappresentazione
matematica di un problema di parassitologia. L’autore si proponeva di
descrivere la coesistenza di una popolazione animale con un suo pa-
rassita: evidentemente un problema del tipo ‘preda-predatore’. L’ana-
lisi di Lotka non si basava su un’analogia meccanica, come nel caso di
Volterra. La predazione veniva descritta mediante delle ipotesi con-
cernenti la crescita e la decrescita delle popolazioni, ma I’analisi mate-
matica conduceva a equazioni identiche a quelle di Volterra. Tuttavia,
il primo articolo pubblicato da Volterra nel 1926° non si limitava allo
studio di questo caso particolare: esso affrontava il problema generale
della descrizione matematica di un ecosistema formato da un numero
qualsiasi di specie che si nutrono I'una dell’altra. Anche nel caso di due
sole specie I'analisi matematica di Volterra era molto piti completa di
quella di Lotka®. Eppure si poneva senza alcun dubbio una questione di
priorita: Lotka scrisse immediatamente alla rivista «Nature» rivendi-
cando la priorita nella scoperta delle equazioni (che abbiamo introdot-
to nel capitolo precedente), dette oggi «equazioni di Volterra-Lotkas.
Non entreremo nei dettagli della disputa’, che non & molto interes-
sante in sé, perché gli avversari avevano entrambi ragione. Nel caso di
due specie, Lotka aveva la priorita nella scoperta delle equazioni. Ma
Volterra non aveva certamente ancora letto il libro di Lotka quando
aveva sviluppato le sue teorie. Ben pit interessante & un curioso episo-
dio a margine di questa disputa. Dopo aver inviato alla rivista «Natu-
re» la lettera che rivendicava la priorita nella scoperta delle equazioni
‘preda-predatore’ sulla base del suo libro del 1925, Lotka scrisse a Vol-
terra e gli invid un plico contenente il suo libro e un certo numero di
pubblicazioni precedenti®. Uno di questi articoli, pubblicato nel 1920,

sola ragione di vita, la sola giustificazione della sua esistenza. Come volete che non
sia un po’ corrucciato quando vede i suoi lavori, per quanto cosi recenti, trascurati
e dimenticati ingiustamente? [...] Lotka sa molto bene che merita piti di questo e ha
ragione» (lettera conservata nell’ Archivio Volterra, Accademia Nazionale dei Lin-
cei, Roma e riprodotta in Israel, Millin Gasca 1993).

* Lotka 1925, 11 libro fu ripubblicato nel 1956 con il titolo Elesments of Mathe-
matical Biology.

> Volterra 1926 (a).

¢ 8i vedano i capitoli 19 e 21.

7 S1 veda in merito [srael 1982 e Israel 1988.

8 Questa spedizione fu fatta nel novembre del 1926.
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descriveva un modello matematico di una reazione chimica oscillante®.
Di fatto si trattava di un modello assai curioso, perché non descriveva
una reazione chimica reale. Si trattava piuttosto di un’esperienza ‘pen-
sata’: Lotka definiva in modo puramente teorico una reazione chimica
‘potetica la cui evoluzione risultava essere oscillatoria. Ne daremo qui
soltanto una descrizione sommaria. Lotka considerava una reazione
chimica ipotetica nella quale una sostanza A si trasforma in una so-
stanza B, mediante la seguente successione di reazioni intermedie:

A+X_FL g 0x
X+Y_f25.0Y

Y —%4B

dove X e Y sono delle sostanze intermedie; £, k,, £, sono i tassi di rea-
zione costanti, e le concentrazioni di A e B sono supposte costanti. De-
notiamo con g, b, x, y le concentrazioni rispettive delle sostanze A, B,
X, Y e applichiamo la ‘legge dell’azione di massa’, che asserisce che il
tasso di reazione & proporzionale secondo £, (7 = 1, 2, 3) alle concen-
trazioni attive!® dei reagenti. Si ottengono allora facilmente delle equa-
zioni formalmente identiche alle equazioni ‘preda-predatore’:

{x=k1ax—k2xy
y=—k,y+k,xy

Conosciamo gia il diagramma delle fasi di questo sistema di equa-
zioni e possiamo quindi concludere che le concentrazioni x e y debbo-
no oscillare periodicamente.

1l modello cosi proposto era ispirato a un punto di vista modellisti-
co del tutto astratto — molto piu astratto di quello di Van der Pol. Es-
so non era neppure ‘analogico’, ma era sprovvisto di qualsiasi fonda-
mento empirico. Si trattava, di fatto, di una di quelle felici intuizioni di
cui era disseminata ’opera di Lotka perché, molti anni dopo, lo studio
delle reazioni chimiche oscillanti realmente esistents!! divenne alla mo-
da. Ma cid non altera affatto il carattere totalmente astratto e formale
dell’approccio seguito da Lotka nel momento in cui egli formulo il suo
modello di reazione chimica.

® Lotka 1920.

10 La concentrazione attiva & la quantita del reagente che partecipa effettiva-
mente alla reazione. 5

11 Ad esempio, la reazione di Belusov-Zabotinskij (si veda Murray 1974).
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Il fatto che piti colpisce & che Lotka aveva scoperto le equazioni che
formavano il nucleo del modello preda-predatore ben prima del 1925.
E oltretutto era possibile trovare un’anticipazione di questo modello in
un altro lavoro di Lotka che risaliva al 1910. E quindi spontaneo chie-
dersi perché Lotka non avesse rivendicato la priorita nella scoperta del-
le equazioni sulla base del suo articolo del 1920, anziché riferendosi sol-
tanto al suo libro del 1925. Era evidente che Volterra aveva gia inizia-
to a sviluppare i suoi calcoli nel 1925, nel momento in cui Lotka pub-
blicava il suo libro. Volterra aveva quindi il diritto di affermare di non
aver avuto alcuna possibilita di leggerlo prima di aver scritto e pubbli-
cato il suo articolo, L’articolo del 1920 avrebbe stabilito la rivendica-
zione di priorita di Lotka su basi ben pitt solide. Per risolvere questo
enigma esaminiamo l'atteggiamento dell’altro protagonista. Avremo di
che stupirci.

Volterra, dopo aver ricevuto il plico, studio il dossier inviato da
Lotka e gli scrisse trionfalmente alcuni giorni dopo!2:

ho letto le due memorie [sulle reazioni chimiche oscillanti] e ho compreso la
via che avete seguito per ottenere le equazioni nel caso di due specie. E l'ana-
logia del caso biologico con la questione chimica che vi ba guidato. Per parte mia,
ignoravo la questione chimica, ed & per rispondere alla questione che mi pone-
va il signor D’Ancona che ho ottenuto le stesse equazioni.

E in una lettera a D’Arcy Thompson ritornava sull’argomento!?;

11 Signor Lotka parte da una analogia che esiste con il problema chimico gia
trattato e si limita a integrare le due equazioni che si hanno nel caso di due spe-
cie [...] ma non ne ricava le tre leggi che io ho trovato né alcuna delle conse-
guenze che io ne ho tratto.

Era dunque Volterra stesso a mettere in evidenza il fatto che la prio-
rita di Lotka risaliva ai suoi lavori precedenti e non soltanto agli Ele-
ments of Physical Biology! E Lotka, nella sua lettera di risposta, non di-
ceva una sola parola a questo proposito...

Ma & sufficiente riflettere un poco per dissipare ogni sorpresa. Que-
sta priorita pud essere considerata sotto due profili: da un lato nella
scoperta delle equazioni, dall’altro nella formulazione di un modello
specifico, ovvero del modello biologico in questione. L’atteggiamento

12 Cioe verso la fine del novembre 1926. Questa lettera e la seguente sono con-
servate nell’ Archivio Voltcrr_a {Accademia Nazionale dei Lincei, Roma).
13 Anche questa lettera fu scritta verso la fine del novembre 1926.
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di Lotka puo essere riassunto dicendo che egli rivendica il secondo ti-
po di priorita, ma non il primo. Quanto a Volterra, egli concede a Lotka
il primo tipo di priorita ma non il secondo, o quantomeno cerca di smi-
nuirne la portata. Il suo principale argomento, al riguardo, € che Lotka
non ha veramente costruito il modello matematico a partire dal pro-
blema biologico, ma per analogia, ispirandosi al modello chimico. L’at-
teggiamento di Volterra & del tutto coerente. In effetti la priorita del
primo tipo esiste soltanto all'interno di una concezione modellistica
fondata sul procedimento dell’analogia matematica, quale & stato de-
scritto nei capitoli precedenti. Da questo punto di vista, 'aspetto pitt
importante & lo schema matematico, che & una forma ‘vuota’ la quale
pud accogliere diversi ‘contenuti possibili’. Al contrario, nella conce-
zione classica il posto pili importante & riservato ai fondamenti empiri-
ci e sperimentali della teoria: le equazioni matematiche ne sono una
conseguenza perché, come dice Fourier, lo studio della natura & il mez-
zo pili sicuro per formare Panalisi matematica. In questo quadro, un
modello ‘chimico’ e un modello ‘biologico’ non possono essere assimi-
lati 'uno all’altro, anche se conducono alla stessa equazione matemati-
ca. Essi sono e resteranno separati dalla natura specifica dei loro ogget-
ti, dalla diversita irriducibile dei faz# di cui parlano. Cid non ¢ in con-
traddizione con il principio dell'unita della scienza, la quale pero deve
essere ricercata a un altro livello, quello di un programma filosofico: es-
so puo fondarsi, ad esempio, su una visione meccanicista dell’'universo.
La ricerca di una spiegazione meccanica per tutti i fenomeni puo esse-
re un principio di unificazione della scienza, mentre la matematica non
pud esserlo, o tutt’al piti offre un riflesso della prima nelle proprie strut-
ture. L’analogia meccanica (come ogni altro procedimento basato su
una determinata filosofia della natura) pud essere accettata, mentre I'a-
nalogia matematica ¢ priva di senso, perché essa avvicina oggetti diffe-
renti, senza giustificare questo avvicinamento né sul piano dei princi-
pi, né sul terreno empirico o sperimentale.

Se, al contrario, si rinunzia a forme di unificazione sul terreno dei
contenuti, e si ricerca un’unita o, piuttosto, un’analogia formale, ¢ la
formula matematica a prendere il sopravvento, a diventare il primum.
La diversita dei fattori ‘reali’ ha allora un’importanza secondaria, quel
che conta & la corrispondenza formale. Con un’evidente allusione ai
modelli di Volterra e Lotka, Bertalanffy osservava:

Si hanno delle corrispondenze tra i principi che governano il comporta-
mento di entita che sono, intrinsecamente, molto diverse tra di loro. Tanto per
fare un esempio semplice, una legge esponenziale di crescita si applica a certe
cellule batteriche, a popolazioni di batteri, di animali o di womini, e ai progressi
della ricerca scientifica misurati mediante il numero delle pubblicazioni in ge-

59



netica o nella scienza in generale. Le entit in questione, quali i batteri, gli ani-
mali, gli uomini, i libri, ecc., sono completamente differenti le une rispetto alle
altre, e questo vale anche per i meccanismi causali implicati. Cid nondimeno,
lalegge matematica & la medesima. Oppure ci sono dei sistemi di equazioni che
descrivono la competizione tra specie vegetali e animali in natura. Ma risulta
che gli stessi sistemi di equazioni sono altrettanto bene applicabili in certi cam-
pi della chimica-fisica e della economia (Bertalanffy 1968, p. 67).

Bertalanffy ricercava, con molta coerenza, in questi isomorfismi un
nuovo principio di unita della scienza, che avrebbe dovuto prendere il
posto dei vecchi principi ‘superati’.

Volterra era indubbiamente uno dei fautori di questi vecchi princi-
pi ‘superati’. A suo avviso il metodo di analogia matematica era lungi
dall’essere irreprensibile. Lotka aveva utilizzato proprio questo meto-
do discutibile per costruire il suo modello. Invece di partire da dati em-
pirici solidi e chiaramente analizzati, egli si era limitato (come Van der
Pol, siamo tentati di dire) a trasferire un modello chimico nel contesto
biologico, poggiando su una vaga analogia. Inoltre egli aveva tentato di
dissimulare questo procedimento, ma Volterra aveva compreso I'ap-
proccio seguito da Lotka e aveva cosi mostrato la debolezza della sua
scoperta.

Dobbiamo allora stupirci del silenzio di Lotka circa i suoi lavori pre-
cedenti e circa 'accusa mossa da Volterra di aver fatto ricorso all“ana-
logia matematica’? Niente affatto. Perché Lotka, sebbene fosse un in-
novatore e un eclettico, capace in certi casi di incursioni modellistiche
molto astratte (come il modello di reazione chimica ipotetica), non
avrebbe mai rinnegato i principi generali della scienza classica, e di cer-
to non il principio della necessita di una fondazione empirica e speri-
mentale dj ogni teoria matematica della realtd. Molto correttamente
Lotka si era limitato a indicare il suo libro Elements of Physical Biology
come riferimento per la sua rivendicazione di priorita. Come Volterra,
egli non si sarebbe mai sognato di avanzare questa rivendicazione sulla
base di un modello ‘analogo’. Non si puo negare — e la lettura del suo li-
bro elimina ogni dubbio in merito ~ che Lotka, studiando il problema
della coesistenza fra un parassita e il suo ospite, pensava soltanto alla
biologia. Almeno da questo punto di vista il suo approccio era assai vi-
cino a quello di Volterra. Lotka stesso ne fornisce una prova chiarissi-
ma nel suo libro, quando cita in nota il suo articolo del 1920 sulle rea-
zioni chimiche oscillanti, #non per mettere in evidenza 'analogia con il
modello biologico, ma soltanto per utilizzare i calcoli matematici relati-
vi alle equazioni che egli aveva gia sviluppato in quell’articolo.

La storia di questa disputa di priorita costituisce in storia della
scienza quel che nella letteratura anglosassone viene chiamato un «ca-

60

&

se study», lo studio di un ‘caso’ storico. Essa mostra in modo assai Chig-
ro qual & il problema centrale che si pone fin dagli inizi della modelli-
stica matematica moderna e che puo essere riassunto con una doman-
da: lanalogia matematica é legittima? Le diverse risposte che possono
essere date a questa domanda dividono i fautori del punto di vista clas-
sico e i fautori della matematizzazione a oltranza, Volterra aveva dovu-
to attendere quasi trent’anni per trovare I ‘occasione’ empirica che giu-
stificasse ’uso della matematica in biologia. Invece la debolezza dei le-
gami imposti dal principio di analogia matematica avrebbe soppresso
ogni ostacolo, aprendo la porta allo sviluppo di un flusso sempre piu
impetuoso di applicazioni matematiche di ogni tipo.

Un altro episodio concernente Volterra puo servire a comprendere
ancor meglio il carattere radicale del cambiamento che intervenne con
'avvento di una matematizzazione fondata su un approccio ‘analogi-
co’. Abbiamo gia parlato, nel capitolo precedente, delle difficolta che
il modello di Volterra poneva per la verifica empirica. La reazione di
Volterra di fronte alle difficolta e alle critiche fu molto energica: fino
alla fine dei suoi giorni egli ricerco prove empiriche e sperimentali con-
vincenti delle sue teorie. Egli non avrebbe mai accettato di veder ri-
durre le sue teorie a uno schema matematico ‘vuoto’ o tutt’al pit dal si-
gnificato incerto. Volterra tento di ottenere la collab_oraz‘ior'le e 1’ap-
poggio non soltanto del genero D’Ancona ma anche di alt{l biologi. La
sua corrispondenza fornisce una chiara testimonianza di questa sua
preoccupazione quasi ossessival4. E dunque ancor piti sorprendente
assistere a un vero e proprio rovesciamento dei ruoli. Nel 1935, quan-
do le critiche corrodono seriamente da tutti i lati il valore empirico del-
la teoria, @ Umberto D’Ancona a collocarsi dal punto di vista del ma-
tematico attento soltanto all’aspetto astratto delle sue teorie, mentre
Volterra si colloca sul terreno della biologia. In quell’anno il disaccor-
do fra i due scienziati diviene esplicito. In una lettera, che possiamo
senza esagerazione definire memorabile, D’Ancona ‘spiega’ a Vo!terra
il punto di vista astratto del matematico e ne difende la legittm_nté. E
fornisce, al contempo, una descrizione molto chiara dell’approccio del-
la modellistica matematica moderna:

sarei ben lieto che ci fossero delle precise dimostrazioni sperimentali delle Sue
teorie matematiche. [...] Certamente le mie,osservazioni sulla pesca nell’Alto
Adriatico dovrebbero dare un sostegno piit sicuro alla Sua teoria perché esse
ne dovrebbero dimostrare un punto essenziale, la terza legge. Purtroppo perd
le mie osservazioni statistiche possono essere interpretate come ho fatto io, ma
possono essere interpretate anche in modo diverso e di questa opinione sono

14 Si veda, in merito, Millan Gasca 1996 e Israel, Millan Gasca 1993.
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Pearson, Bodenheimer, Gause. Percid anch’io riconosco che queste critiche un
fondo di serieta ce ’hanno. Le mie osservazioni possono essere interpretate nel
senso della Sua teoria ma cid non ¢é fatto assolutamente indiscutibile, & soltan-
to una interpretazione, [...]

La Sua teoria in tutte queste questioni non viene toccata per niente. Essa &
una teoria impostata logicamente e in modo verosimile, concordante con molti
dati noti e verosimili. Percid essa rimane come ipotesi di lavoro che puo essere
fonte di nuove indagini e che rimane anche se non é appoggiata da prove empi-
riche. Certamente essa da queste pud acquistare maggior autorita. Ma bisogna
esser cauti nell’accettare queste prove, accertarsi che siano sicure e dimostrati-
ve, altrimenti € meglio che Lei non leghi la Sua teoria a una base sperimentale,
che é certamente meno solida della teoria stessa’.

’15 Qqe_sta lettera, scritta il 6 febbraio 1935, & conservata, come le precedenti,
ne}_l Archivio Volterra (Accademia Nazionale dei Lincei, Roma). I corsivi sono no-
stri.

Capitolo sesto

DUE TEMI DELLA MODELLISTICA:
LANALOGIA MATEMATICA
E IL ‘FASCINO DISCRETO’ DELLA FISICA

Fermiamoci un momento per riflettere su quel che abbiamo visto
finora. Abbiamo isolato uno dei temi fondamentali della modellistica
matematica moderna: 'analogia matematica, strettamente legato al
concetto di 7somorfismo. Abbiamo visto che un ruolo centrale compe-
te agli schemi matematici che unificano ‘realtd’ differenti ma isomorfe.
Tuttavia questa unificazione & possibile soltanto mettendo sullo sfon-
do, se non fra parentesi, i problemi empirici che sono all’origine del
modello. L’ ostilita di Volterra nei confronti di un approccio del gene-
re e I'atteggiamento risoluto con cui Van der Pol invece lo adotta, for-
niscono due esempi di reazioni divergenti di fronte a questa nuova for-
ma di pratica scientifica.

E del tutto spontaneo voler approfondire questi temi e porsi altre
domande. Cosa & accaduto prima e dopo questi sviluppi? Si pud dav-
vero dire che la nascita della concezione modellistica risale agli anni ven-
ti del nostro secolo? Queste domande ci conducono direttamente al te-
ma centrale dei rapporti fra la modellistica matematica e la fisica classi-
ca, e in particolare la meccanica. Abbiamo gia constatato 'importanza
che questo tema riveste nell’approccio di Volterra. Cid non deve stu-
pirci, perché la prima forma di matematizzazione sistematica dei feno-
meni reali si & rivolta ai fenomeni fisici e, in primo luogo, ai fenomeni
del moto. E con I'avvento della meccanica (o scienza del moto) che la
matematica — che fino a quel momento aveva avuto un ruolo accessorio
nello studio dei fenomeni naturali — assume una posizione centrale nel-
lattivita scientifica. I successi folgoranti conseguiti da Galileo e da
Newton nello studio del moto dei corpi celesti e terrestri pongono la
meccanica in una posizione centrale e ddminante: ormai qualsiasi scien-
za dovra riferirsi a questo esempio e tentare di imitarlo, conformarsi a
dei metodi che hanno dato prova di un’incontestabile efficacia.

Gli inizi della matematizzazione delle scienze biologiche e delle
scienze economiche e sociali nel Settecento, e il dibattito sullo statuto
di queste scienze che si sviluppd a partire da questo periodo, costitui-

63



scono una prova eloquente di quanto veniamo dicendo. In effetti era
del tutto naturale tentare di ‘esportare’ i metodi della meccanica clas-
sica entro domini di fenomeni diversi — come i fenomeni biologici o so-
ciali — allo scopo di conferire a queste scienze lo stesso livello di effica-
cia e di chiarezza della prima. Nel secolo dei Lumi, che era affascinato
dalla filosofia della natura di Newton e la considerava come il vessillo
del libero pensiero, si poneva un altro problema: la necessita di una
riorganizzazione razionale della societa al fine di eliminare una volta
per tutte I'«abisso di disordine»! nel quale essa era precipitata. Un’a-
nalisi scientifica della societa ricalcata sul modello della scienza newto-
niana non avrebbe potuto offrire la via per formare quell’«arte sociale»
che, secondo gli auspici di Condorcet, avrebbe permesso di guidare la
societa secondo i principi della ragione?? Gli inizi della scienza econo-
mica moderna (e, in particolare, della teoria dell’equilibrio economico)
risalgono in buona misura a questo tentativo di esportazione dei meto-
di della meccanica newtoniana®. Un altro esempio significativo, sul
quale torneremo nel capitolo 11, & dato dal grande dibattito che impe-
gno alcuni fra i maggiori scienziati del Settecento sul tema del vaiolo,
che falciava allora in Europa migliaia e migliaia di vittime. Si era sco-
perto che I'inoculazione della malattia a persone in buona salute, e in
determinate circostanze ambientali, dava luogo a una forma benigna
della malattia che conduceva all’'immunita. La domanda che si poneva
era se fosse vantaggioso utilizzare sistematicamente questa forma pri-
mitiva di vaccino, praticata anche prima delle ricerche sistematiche di
Edward Jenner (1749-1823) e senza conoscerne il principio teotico,
che sarebbe poi stato stabilito da Louis Pasteur (1822-1895). Per dare
una risposta adeguata a questa domanda occorreva conoscere in modo
rigoroso I'influsso dell'inoculazione sulla mortalita, in modo da sapere
se questo metodo poteva realmente condurre a una diminuzione effet-
tiva e consistente dei decessi causati dal vaiolo. Su questo tema scop-
pio una violenta disputa. Per dirimere la questione, il matematico Da-
niel Bernoulli (1700-1782) decise di sottoporre il problema a un’anali-
si in termini di calcolo delle probabilitd. Ne segui una polemica scien-
tifica, cui presero parte numerosi scienziati, fra cui anche Jean le Rond
d’Alembert (1717-1783)%. Il dibattito sull’inoculazione del vaiolo fu al-
lorigine di una nuova branca della matematica applicata: lo studio del-

! Secondo l'espressione di F. Quesnay (si veda il capitolo 11).

2 Si veda Baker 1975,

> Ritorneremo su questi temi nei capitoli 11 € 22. Per un’analisi dettagliata si ve-
da Ingrao, Israel 1987-1990 e Israel 1993 (b).

* Si pud trovare una sintesi della polemica sulla questione dell'inoculazione in
Laplace 1825. Si veda anche il ¢apitolo 11.
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le tavole di mortalita e la ricerca delle leggi matematiche che governa-
no la mortalita umana. Queste ricerche ebbero, a loro volta, un’impor-
tanza considerevole nello sviluppo delle ricerche matematiche concer-
nenti la legge di crescita di una popolazione e, in tal modo, contribui-
rono considerevolmente ai primi sviluppi di una branca della biologia
matematica oggi detta «dinamica delle popolazioni». I primi metodi,
fondati sull’'uso del calcolo delle probabilita, cedettero ben presto il
passo ai metodi dell’analisi infinitesimale, pitt vicini all'approccio della
fisica matematica e, in particolare, della meccanica. Ecco dunque un
esempio che mostra come un’esigenza di organizzazione razionale del-
la societa si collegasse strettamente alla tendenza a trasferire i metodi
matematici della sola scienza esatta dell’epoca — la meccanica — nelle
questioni di organizzazione razionale della societa e nelle questioni bio-
logiche. Un altro esempio celebre e non meno rivelatore & dato dalla
nuova chimica quantitativa di Antoine-Laurent de Lavoisier (1743-
1794), che fu esplicitamente costruita assumendo come modello la
scienza newtoniana,

Le questioni che abbiamo sollevato ci conducono in modo del tut-
to naturale a temi di storia della scienza. Per poter procedere nella no-
stra analisi non potremo fare a meno di affrontarli, anche se a un livel-
lo elementare. Ma prima di dedicarci a questo compito occorre ancora
aggiungere qualcosa circa le caratteristiche generali dello schema mec-
canicista, che tutte le scienze tentarono di imitare a partire dal diciot-
tesimo secolo.

Queste caratteristiche possono essere riassunte molto grossolana-
mente in tre aspetti. In primo luogo, si manifesta la tendenza a consi-
derare ogni sistema reale come I'aggregato di componenti elementari e
I'evoluzione del sistema come il risultato dell’interazione di queste
unita elementari. Quindi il punto di vista & fondamentalmente atonz:-
sta (ogni aggregato reale & la somma di unita elementari o ‘atomi’) e ana-
litico (il metodo impiegato mira a decomporre ogni sistema in unita ele-
mentari). In secondo luogo, ogni componente elementare & governata
da un processo strettamente deterministico: essa & soggetta a una cau-
sa che determina in modo univoco la sua evoluzione futura. Questo
punto di vista & conseguenza della concezione meccanicista: essa affer-
ma che ogni fenomeno & di natura meccanica o, almeno, pud essere
spiegato con uno schema di tipo meccanico. Ora, il moto di ogni par-
ticella elementare di un sistema meccanico & governato da una legge
strettamente determinista: le forze che agiscono su questa particella de-
terminano in modo univoco la sua evoluzione. Vedremo nella Parte se-
conda che lo schema meccanico influenzd in modo assai peculiare la
rappresentazione di queste unita elementari. In effetti il ricorso ai con-
cetti del calcolo infinitesimale impose sempre piu ’esigenza di passare
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a una rappresentazione continua dei fenomeni’: 'uniti elementare vie-
ne allora considerata come un ‘punto geometrico’, una sorta di atomo
astratto. Questa componente elementare di ogni figura presenta tutta-
via la caratteristica paradossale di essere priva di dimensioni. Il ‘punto
materiale’, punto geometrico privo di dimensioni ma dotato di una
massa non nulla, & 'uniti elementare della meccanica classica.

L’influenza di questa concezione sugli inizi della matematizzazione
delle scienze non fisiche & del tutto evidente. L’abbiamo vista all’ope-
ra nei modelli biomatematici di Volterra. Ma, se si risale indietro nel
passato, si puo constatare che il concetto di homo suffragans, che & alla
base dell’analisi matematica di Condorcet (1743-1794) della teoria del-
le elezioni, & una traduzione del concetto di punto materiale nel cam-
po delle scienze sociali. 1.’ homo suffragans & un individuo astratto di cui
si considera un solo aspetto: il suo comportamento in quanto membro
di un corpo elettorale. Si tratta quindi di un’astrazione scientifica che
identifica le caratteristiche della ‘componente elementare’ di un siste-
ma di individui che si riuniscono con un solo scopo, quello di votare.
L’homo suffragans ¢ il prototipo di un concetto analogo, che & alla ba-
se delle teorie microeconomiche: I'bomo ceconomicus, altro individuo
astratto che rappresenta la sola attivita economica dello scambio e del-
la produzione di merei.

L’origine meccanica di questo concetto & talmente evidente che es-
sa fu ben compresa (e forse meglio degli stessi economisti!) da un fisi-
co-matematico come Volterra. La descrizione che egli ne diede rap-
presenta una vera apologia dell’approccio meccanicista, € mette in evi-
denza I'importanza sia del punto di vista analitico che di quello ‘conti-
nuista’. Essa merita dunque di essere citata integralmente:

1l concetto dell’bomo ceconomicus che ha dato luogo a tante discussioni, che
ha suscitato cosi grandi difficolta e che tuttora trova delle menti ribelli ad ac-
cettarlo, riesce al nostro meccanico cosi naturale, che egli prova una vera sor-
presa dell’altrui diffidente meraviglia suscitata da questo essere ideale e sche-
matico. Egli vede nell’bomzo aeconomicus un concetto analogo a quelli che per
una lunga consuetudine gli son divenuti famigliari. Egli & avvezzo infatti ad
idealizzare le superfici ritenendole senza attrito, i fili ammettendoli inestensi-
bili, i corpi solidi supponendoli indeformabili, ed & solito sostituire ai fluidi del-
la patura i liquidi e i gas perfetti.

E non solo ha Pabitudine di tutto ci®, ma sa il vantaggio che recano questi
concetti.

Se il cultore della meccanica procede innanzi, si accorge che tanto nella sua
scienza che in quella economica tutto si riduce ad un givoco di tendenze e di
vincoli, questi limitanti I'azione delle prime, che per reazione generano delle

? Ne abbiamo visto un esempio nel capitolo 2.
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tensioni. Da questo insieme nasce talora I'equilibrio, talora il moto, d’'onde una
statica ed una dinamica e nell’'una e pell’altra scienza.

Noi abbiamo gia accennato alle vicende che 'idea di forza ha avuto in mec-
canica; dalle vette della metafisica essa & discesa nel campo degli enti misura-
bili. Cosi in economia non & pilt ora il momento di parlare col Jevons della
espressione matematica delle quantita non misurabili. Lo stesso Pareto sembra
rinunziare all’idea di ofelimita, che era la pietra angolare del suo primitivo edi-
ficio e viene a concetti puramente quantitativi colle sue curve di indifferenza
che corrispondono cost bene alle curve di livello e alle superfici equipotenziali
della meccanica.

Le teorie molecolari e atomiche inducono a concepire discontinua I'intima
costituzione dei corpi; Lamé, Cauchy e tutti coloro che stabilirono la teoria ma-
tematica dell’elasticita, la cui grande portata e le continue applicazioni pratiche
si rivelano ogni giorno, poterono raggiunger lo scopo solo passando, con un ve-
ro tratto di genio, dal discontinuo al continuo. Ora, analogamente a quanto fe-
cero i creatori della teoria della elasticitd, e Fourier in quella del calore, gli eco-
nomisti suppongono che le quantita di beni di cui ciascuno pud disporre, le
quali di natura loro sarebbero discontinue, varino per gradi continui.

Finalmente il nostro meccanico ravvisa nel processo logico per ottenere le
condizioni dell’equilibrio economico lo stesso ragionamento che egli fa per sta-
bilire il principio dei lavori virtuali e, allorché si trova dinanzi alle equazioni dif-
ferenziali dell’economia, prova il desiderio di applicarvi per primo quei meto-
di di integrazione che ben conosce alla prova (Volterra 1901, pp. 15-17).

L’esempio della fisica, e in particolare della meccanica, esercitd
quindi, fin dagli inizi, un considerevole influsso sulla matematizzazio-
ne delle scienze non fisiche. E continud a esercitarlo per molto tempo.
Parafrasando il titolo di un celebre film di Luis Bufiuel®, si potrebbe
definire questo influsso come # fascino discreto della fisica matematica
classica. Un fascino che ha resistito, come quello della borghesia del
film di Bufiuel, a molte crisi e insuccessi. Perché il modello meccanico
riveld presto i suoi limiti al livello della verosimiglianza dei risultati che
pretendeva di ottenere. In effetti, questo schema si & rivelato (e s rive-
la ancora) alquanto inadatto a descrivere dei fenomeni, come i proces-
si biologici e sociali, in cui 'elemento della scelta soggettiva, del finali-
smo e del carattere unitario e globale dei sistemi in gioco sembrano
escludere una procedura di decomposizione analitica in parti elemen-
tari soggette a una stretta causalitd. Per di pity, la matematizzazione del-
le scienze non fisiche si & sviluppata in un periodo in cui la fisica clas-
sica stessa conosceva una crisi apparentemente irreversibile, che inve-
stiva i fondamenti stessi della concezione classica: la meccanica quan-

6 I fascino discreto della borgbesia.
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tistica metteva in discussione non soltanto la concezione determinista
della realta fisica, ma anche la concezione continua della realta fisica.
E senza dubbio per questi motivi che la matematizzazione si orientd
progressivamente nella direzione di una modellistica ispirata all’znalo-
gia matematica piuttosto che all’analogia meccanica. 1’ abbandono del
punto di vista classico in fisica e le difficolta dell’approccio meccanici-
sta favorirono lo sviluppo impetuoso di una modellistica matematica
assai poco influenzata dai principi (e dai pregiudizi) del passato, per
quel che concerne la scelta dei concetti e dei metodi. Ecco perché la
storia della modellistica matematica coincide in buona misura con la fi-
ne del dominio incontestato del ‘modello’ della fisica matematica clas-
sica. E per le stesse ragioni la storia della modellistica matematica & so-
prattutto la storia della matematizzazione delle scienze non fisiche.
Quest’ultima osservazione solleva immediatamente una questione
delicata. In effetti & abbastanza chiaro che i rapporti fra matematica e
fisica differiscono considerevolmente da quelli esistenti fra la matema-
tica e le altre scienze. E corretto dire che la matematica ha un ruolo co-
stitutivo nella fisica, non soltanto perché non si pud pensare a una fisi-
ca senza matematica, ma soprattutto perché la fisica si & strutturata at-
torno alla matematica, o, pitl precisamente, attorno al progetto di co-
struire un’immagine matematica della realta fisica’. Lo stesso non puo
dirsi per le scienze non fisiche. Si pud certamente pensare a una biolo-
gia, a un’economia, e anche a una chimica senza matematica. In effetti,
dal punto di vista storico, queste scienze non si sono costituite a partire
dal progetto di fornire un’immagine matematica degli oggetti reali di cui
sioccupavano. E vero che I'analisi storica dovrebbe correggere una pre-
sentazione troppo semplicistica di questa tesi, la quale rischierebbe di
falsare 'immagine della formazione di certe scienze. L’influenza del
modello newtoniano & stata pitt 0 meno forte in questo processo di for-
mazijone e, in certi casi, come quello dell’economia, & stata talmente for-
te che il progetto di costituzione matematica della scienza economica &
stato effettivamente proposto e perseguito con determinazione?®, al pun-
to che oggi la matematica ha un ruolo cosi centrale nell’economia teori-
ca che ¢ difficile pensare di ragionare in questo ambito senza far ricor-
so a schemi matematici. Avremo il modo di perfezionare queste osser-
vazioni in seguito, ma per il momento possiamo considerare come fon-
damentalmente esatta la distinzione precedente: la matematica rappre-
senta nella fisica molto piit che una tecnica, gioca in essa il ruolo di me-
todo per la formazione dei concetti fondamentali. E quindi privo di sen-

7 Questa tesi & esposta con chiarezza in Lévy-Leblond 1982,
% Si veda Ingrao, Israel 1990 e Ingrac 1991, 1994,
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so patlare di applicazione della matematica alla fisica, come se la mate-
matica fosse «uno strumento puramente tecnico, in posizione di este-
tiorita rispetto al luogo del suo intervento» (Lévy-Leblond 1982, p.
198). Invece la matematica ha avuto un ruolo piit 0 meno marginale nel
processo costitutivo di quasi tutte le scienze non fisiche e, in questo ca-
so, & corretto parlare di applicazione della matematica.

Queste osservazioni possono permettere di ottenere un’immagine
abbastanza coerente. L’emergere della modellistica matematica e del-
I'approccio ‘analogico’ & strettamente legato alla crisi del modello uni-
tario e meccanicista della realta. La diffusione dell’approccio modelli-
sta in fisica teorica & una testimonianza del declino del ruolo della fisi-
ca matematica e della meccanica classica. Questa diffusione si presen-
ta come un processo di cris, perché la fisica si € strutturata attorno al-
I'aspirazione a un’immagine unitaria della realta. La modellistica rap-
presenta quindi anche una rinunzia. La tradizione storica della fisica
non & coerente con Iidea che la matematica sia soltanto una riserva di
immagini che possono essere applicate in modi diversi alla realta. Al
contrario, lo sviluppo impetuoso della modellistica nelle scienze non fi-
siche (al punto che la storia della modellistica matematica coincide con
una parte importante della storia della loro matematizzazione) testi-
monia del fatto che P'eliminazione dello schema stretto e rigido del
meccanicismo ha aperto la strada alla possibilita di un’applicazione sen-
za ostacoli della matematica. Questa applicazione & stata per 'appun-
to possibile proprio perché non era fondata sulla pretesa di consegui-
re una descrizione unica della realta scritta in linguaggio matematico. I
concetti delle scienze non fisiche sono stati forgiati quasi sempre se-
guendo un approccio non matematico®, che talora ricorre a immagini
matematiche fornite dai modelli, ma non pud ridursi a esse né a un so-
lo tipo di rappresentazione, che avrebbe assunto altrimenti un ruolo
centrale e non ausiliario.

Avremo ’occasione di tornare su questo tema — che, di fatto, & uno
Jei temi centrali di questo libro —, ma dobbiamo fin d’ora sottolineare
che questa descrizione, anche se fondamentalmente corretta, rischia di
{rasmettere un’immagine falsa. Essa pud far credere che la modellisti-
¢a matematica si identifichi con la dissoluzione totale del programma
meccanicista, e che il ‘fascino discreto’ della fisica si sia completamen-
(¢ dissolto nel contesto della matematizzazione delle scienze non fisi-
che. Cio non corrisponde ai fatti. Non soltanto perché la fisica non si &
mai veramente sbarazzata delle sue ascendenze meccaniciste, ma so-

 §ottolineiamo ancora una volta che 'economia costituisce, almeno in parte,
un'eccezione importante, soprattutto pet quel che concerne il concetto di equilibrio
ceonomico.
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prattutto perché nell’ambito della modellistica delle scienze non fisi-
che, dopo un periodo ‘iconoclasta’, ci si rese presto conto del fatto che
nella scelta dei concetti fondamentali e dei metodi dell’analisi matema-
tica di un modello non si possedevano esempi e idee direttive diverse
dalle idee tratte dalla fisica e, in particolare, dalla fisica classica.

Ci limiteremo qui a citare un solo esempio. Negli anni trenta ’eco-
nomista Oskar Morgenstern (1902-1977) e uno dei pit grandi mate-
matici del nostro secolo, John von Neumann (1903-1957), si posero il
problema di una matematizzazione astratta e assiomatica dell’econo-
mia: come era possibile perseguirla senza ricorrere a idee e concetti ri-
cavati dalla fisica e dalla meccanica? La loro risposta fu che il nuovo si-
stema di concetti era dato dalla teoria dei giochi di strategia. Ma dieci
anni pit tardi, quando pubblicarono i risultati delle loro ricerche in un
trattato che segna gli inizi dell’economia matematica moderna'?, il lo-
ro atteggiamento era alquanto cambiato. Morgenstern e von Neumann
finirono per scrivere che era «prematuro» affermare che I’economia
non poteva essere ricalcata sulla fisica, perché — aggiungevano — «dato
che non si & ancora evidenziata la necessita di principi differenti per ’e-
conomia» sarebbe «insensato» perseguire le ricerche «in un modo di-
verso da quello che ha condotto alla fondazione della fisica» (Neu-
mann, Morgenstern 1944, pp. 3-4).

E dunque piui corretto dire che la storia della modellistica matema-
tica ha sempre oscillato (e continua a oscillare) fra la Scilla dell’analo-
gia matematica e la Cariddi dell’analogia meccanica e dell’approccio
meccanicista.

Ancora una volta constatiamo che la discussione delle caratteristi-
che della modellistica matematica conduce spontaneamente a temi di
storia della scienza. Occorre dunque attingere a quest’ultima per me-
glio comprendere le differenze di cui abbiamo parlato molto grossola-
namente fin qui. ‘Attingere’ ¢ la parola esatta, perché i limiti di questo
libro non ci permettono di delineare una storia tanto lunga, complessa
e inesplorata com’e quella della matematizzazione. Ci limiteremo a iso-
larne i temi pit importanti, in modo da illuminare, per contrasto, le ca-
ratteristiche della modellistica contemporanea. Tuttavia, prima di col-
locarci in questa prospettiva storica, che ispira la Parte seconda di que-
sto libro, tenteremo di fornire informazioni su altri temi e altre carat-
teristiche della modellistica, a un livello puramente descrittivo e molto
elementare.

' Neumann, Morgenstern 1944. Torneremo su questi temi piit avanti.

Capitolo settimo

UNA PASSEGGIATA NELLO STRANO ZOO
DEI MODELLI MATEMATICI

Quando entriamo in uno zoo ci attendiamo di vedere gli animali d1
sposti secondo un ordine dotato di qualche senso. Pertanto non consi-
deriamo neppure I'ipotest di trovare la vetrina di un serpente accanto
alla gabbia di un leone, mentre altri serpenti si troverebbero dall’altra
parte dello zoo, accanto alle scimmie. Prima ancora di entrare _nello
200, sappiamo bene che i suoi ospiti sono disposti secondo un criterio
di classificazione.

La situazione non & la stessa per lo zoo dei modelli matematici! Ten-
tare di stabilire un criterio di classificazione dei modelli matematici &
un’impresa assai piti difficile e probabilmente destinata all’insuccesso.
La prima ragione di questo stato di cose & certamente legata al fatto che
i modelli matematici non sono soltanto molto numerosi, ma sono in nu-
mero illimitato. La seconda ragione & legata alla natura molto speciale
degli abitanti di questo zoo: si tratta di costruzioni concettuali concer-
nenti fatti reali. Si presentano allora in modo naturale due criteri di
classificazione completamente diversi fra loro: si pud pensare di classi-
ficare i modelli secondo gli ogget#7 di cui trattano, oppure secondo i
concetti e i metodi di rappresentazione di cui fanno uso. Se ci si attiene
a questo secondo approccio, si potrebbe considerare un altro criterio
di classificazione, legato alla caratteristica della modellistica matemati-
ca di cui abbiamo parlato nei capitoli precedenti: 'analogia matemati-
ca. Secondo questo punto di vista, occorre considerare come isomorﬂ
dei modelli che ricorrono alla stessa rappresentazione matematica. Si
potrebbe allora pensare a una classificazione di queste strutture rap-
presentative, identificando quelle fra loro isomorfe. Cid equivale a ten-
tare di stabilire una lista delle strutture matematiche utilizzate nelle ap-
plicazioni. Avremo cosi Uoscillatore armonico (v. tig. 2.8), l’oscz'll_atore
smorzato (v. fig. 2.5), Voscillatore con ciclo limite (v. fig. 3.2), l’osczllatot
re non lineare del tipo Volterra-Lotka (v. fig. 4.3), e cosi via. Ognuna di
queste strutture racchiude una grande varieta di situazioni reah.'Il pro-
blema & che un approccio del genere non soltanto non garantisce af-
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fatto la possibilita di passare da un numero infinito a un numero finito
di casi, ma non permette neppure di stabilire un criterio di classifica-
zione chiaro. Si tratta di un approccio che assomiglia a quello in uso
nella ‘teoria dei sistemi’: Bertalanffy riteneva infatti che il punto di vi-
sta dell’isomorfismo fosse la chiave di una visione unitaria della scien-
za'. Tuttavia, fra i meriti della teoria dei sistemi non si pud menziona-
re quello di aver contribuito a fare dei passi avanti verso una siffatta vi-
sione unitaria. Malgrado gli isomorfismi e 'analogia matematica, la
scienza — e @ fortiors la matematica applicata — & oggi piti frammentata
che mai, certamente assai pit di quanto lo fosse prima dell’avvento del-
la modellistica matematica. In effetti ricondurre il problema della clas-
sificazione dei modelli a quello delle ‘strutture’ matematiche & scarsa-
mente utile, anche se permette di accantonare I'aspetto empirico del
problema. E sufficiente pensare al declino dei grandi tentativi di unifi-
cazione della matematica pura basati sul concetto di struttura (come
quello bourbakista) e alla rinascita della matematica ‘informale e con-
creta’, per capire che la matematica pura ha gia abbastanza problemi
per suo conto per pretendere di venire in aiuto della matematica ap-
plicata...

A nostro avviso occotre rinunziare a ogni tentativo di ottenere una
classificazione rigorosa ed esaustiva. La povertd, se non la miseria, dei
risultati di coloro che si ostinano in questa direzione (come i filosofi
analitici ma anche tutti i classificatori delle strategie del pensiero uma-
no concepite come le regole di una partita di scacchi) ci incoraggiano
ad accettare con serenit i risultati di un’analisi essenzialmente feno-
menologica e soprattutto storica.

In questo capitolo ci limiteremo ad alcune considerazioni molto ge-
nerali, se non generiche, e ad alcuni esempi. Per non smarrirci nella mas-
sa enorme dei modelli matematici, proponiamo di tornare ai due crite-
ri di selezione gii enunciati: la distinzione dei modelli secondo i concetti
di cui fanno uso e secondo 'argomento che ne forma I'oggetto.

Seguendo il primo punto di vista, & possibile stabilire una doppia
distinzione fra i modelli, la quale & suggerita dall’evoluzione storica, e
in particolare dalla perdita di supremazia del punto di vista classico. Da
un lato abbiamo la distinzione fra modelli deterministici e non deter-
ministici, dall’altro la distinzione fra modelli descrittivi e modelli di con-
trollo.

Diremo che il processo evolutivo di un sistema reale & determini-
stico se esso € governato da una legge strettamente causale. Le cause
che agiscono sul sistema considerato determinano in modo univoco la

! Si veda Bertalanffy 1968,
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sua evoluzione, senza alcuna alternativa possibile: esso deve seguire
inetuttabilmente la via che tali cause gli prescrivono. I matematici
enunciano questo principio dicendo che le ‘condizioni iniziali’ del si-
stema determinano in modo univoco la sua evoluzione nel tempo. Non
soltanto il futuro del sistema, ma anche il suo passato, sono una sem-
plice conseguenza di queste condizioni iniziali. Tutti i sistemi Fh_e :_1b_-
biamo incontrato finora sono stati descritti in termini deterministici.
Nel caso dei sistemi meccanici (come quelli descritti nel capitolo 2), I’e-
voluzione del sistema & perfettamente determinata — e quindj, in linea
di principio, perfettamente conoscibile — dalla sua posizione e velocita
iniziale. La meccanica classica & di fatto il vero regno del determinismo:
& nell’ambito di questa scienza che la concezione determinista della
scienza ha assunto la sua forma pii chiara ed esplicita.

Abbijamo detto che tutti i sistemi fin qui incontrati sono stati de-
scritti in termini deterministici. In effetti, mentre la visione della scien-
za classica era per lo piti deterministica da un punto di vista ontologi-
co—il che & quanto dire che un sistema veniva rappresentato come‘dg-
terministico perché si riteneva che lo fosse nella realta -, il punto di vi-
sta moderno ¢ ispirato a una distinzione fra I’essenza dei fenomeni, che?
esso non pretende di conoscere, e la loro descrizione. Se abbiamo _del
motivi sufficienti per ritenete che un fenomeno possa essere descritto
in termini deterministici, adotteremo una rappresentazione di questo
genere. In tal caso, il modello concettuale e tecnico piti adeguato sara
fornito dalla meccanica classica.

I modelli matematici deterministici sono pertanto dei modelli in
cui la struttura matematica in gioco & caratterizzata dal fatto che la
conoscenza dei valori delle variabili di stato a un determinato istante
determina in modo univoco tutti gli stati del sistema (nel futuro e nel
passato). S

A partire dal momento in cui sono stati incontrati dei Ca.sl.dl siste-
mi reali apparentemente refrattari a ogni tentativo di descrizione de-
terministica, la matematizzazione ha seguito vie diverse che hanno se-
gnato il declino del ruolo centrale del sistema concettuale ispirato dal-
la meccanica classica. Il caso pitt famoso di una rappresentazione ma-
tematica non deterministica & dato dal «principio di indeterminazione»
di Werner Heisenberg (1901-1976) in meccanica quantistica. Questo
principio afferma che non & possibile conoscere simultanearpente la ve-
locita ¢ la posizione iniziale di particelle materiali molto piccole, per-
ché la determinazione della posizione modifica la velocita, e viceversa.
Piu in generale, la modellistica matematica ha affrontato I'analisi di si-
stemi reali refrattari a una descrizione deterministica introducendo lo
schema concettuale di un processo in cui non esiste alcuna influengza
del presente sul futuro: il sistema evolve in una direzione o in un aftra
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senza regole apparenti, in modo puramente casuale o, come si dice in
matematica, aleatorio.

Fra questi'due casi estremi — quello di un sistema strettamente de-
terministico e quello di un sistema totalmente aleatorio — esistono, nel-
la modellistica matematica, molte situazioni intermedie. Ad esempio, si
considerano dei sistemi in cui il presente determina in modo univoco il
futuro ma non il passato. Si tratta quindi di modelli che potrebbero es-
sere chiamati sewsi-deterministici. Un esempio di un contesto empirico
in cui vengono utilizzati dei modelli semi-deterministici & dato dalla
propagazione del calore: la conoscenza delle condizioni termiche ini-
ziali di un corpo determina in modo univoco il “futuro’ del processo di
propagazione, ma non permette di conoscere la storia passata del cor-
po, ciog di conoscere il modo in cui il calore si & propagato nel corpo
fino a raggiungere lo stato presente.

Esistono altri esempi di modellizzazioni non strettamente determi-
nistiche di certi fenomeni fisici. Ad esempio, il comportamento mec-
canico di un filo sembra dipendere non soltanto dal suo stato iniziale
(posizione e velocita), ma anche dalle sollecitazioni (ad esempio le tor-
sioni) che esso ha subito nel corso della sua storia passata. Due fili pos-
sono sembrare del tutto identici a prima vista. Ma se appendiamo due
masse identiche ai fili, li sottoponiamo a una torsione e osserviamo le
loro oscillazioni, esse possono risultare assai differenti, senza che sia
possibile discernere alcuna differenza macroscopica fra i fili che per-
metta di giustificare questa divergenza di comportamento. La descri-
zione deterministica macroscopica si rivela quindi inadeguata in una si-
tuazione del genere. Tuttavia, si & riusciti a spiegare i diversi compor-
tamenti dei fili tenendo conto del loro ‘passato’ meccanico: uno dei due
potrebbe aver subito delle torsioni mentre I’altro & rimasto vergine di
ogni azione esterna. In una situazione del genere si considera il sistema
come ereditario, intendendo con cid che il suo passato, la sua ‘ereditd’,
influenza la sua evoluzione futura.

Si possono fare due osservazioni. La prima & che tutti questi esem-
pi offrono delle versioni deboli di sistemi deterministici. Una certa for-
ma di determinazione continua a operare, anche se in modo meno vin-
colante che nel determinismo stretto, di cui la meccanica classica for-
nisce I'esempio per eccellenza. Si potrebbe quindi spostare la frontiera
fra i modelli deterministici e i modelli non deterministici riservando
quest’ultima denominazione ai modelli strettamente aleatori.

La seconda osservazione & che il carattere non deterministico (cio&
debolmente deterministico, semi-deterministico o aleatotio) dei mo-
delli che abbiamo presentato come esempi non riguarda minimamente
i fenomeni reali. Resta aperta la questione di sapere se un sisterma mec-
canico sia ‘ereditario’ nella realtd, oppure se la descrizione ereditaria sia
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il solo modello matematico possibile allo stato attuale delle nostre co-
noscenze. Cid & quanto dire che noi siamo incapaci di determinare
completamente le condizioni iniziali del sistema — e anche chfa questa
determinazione & praticamente impossibile 7z linea di principio, come
nel caso della meccanica quantistica — senza che cid implichi alcunché
circa la natura effettivamente causale, semi-causale, ereditaria o aleato-
ria dei fenomeni studiati. La necessita di far ricorso a dei modelli non
deterministici significa soltanto che noi siamo attualmente incapaci di
descrivere il sistema come deterministico, oppure che & praticamente
impossibile farlo, il che non implica affatto che il fenomeno non sia cau-
sale nella sua essenza®. Si potrebbe obbiettare che questa ‘essenza’ non
esiste, oppure che essa non presenta alcun interesse per la scienza, la
quale si occupa soltanto di cid che ‘sa’ dei fenomeni e non di cid che
essi ‘sono’. Queste considerazioni ci portano sul terreno della filosofia,
che ha sempre giocato un ruolo assai importante nello sviluppo della
scienza, anche se ai nostri giorni si tenta di ridimensionarlo seguendo
la moda di un certo rozzo empirismo. Di fatto, gli scienziati del passa-
to (come quelli del presente) hanno sempre avuto (ed hanno) le lor.o
idee filosofiche o, come si dice talvolta, la loro ‘metafisica influente’. R1
torneremo su questo ordine di problemi, limitandoci per ora a sottoli-
neare il loro carattere controverso.

La seconda distinzione, quella che differenzia i modelli descrittive
dai modelli di controllo, & in gran parte legata alla modellistica mate-
matica contemporanea e, piu in generale, all’estensione della scienza
moderna al di fuori dei campi tradizionali. Fintantoché lo scopo della
scienza era quello di osservare la natura, di comprenderne il funziona-
mento e di descriverlo, una distinzione del genere non si poneva nep-
pure. Essa ¢ il risultato di due aspetti dell’evoluzione dell’attivité s,cien-
tifica. Il primo di questi aspetti ¢ legato al tentativo di estendgre I'ana-
lisi scientifica a campi non tradizionali, in particolare alle scienze so-
ciali. In quest’ultimo campo il compito della descrizione & afﬁdato alla
storia, ma la scienza non pud limitarsi a leggere la storia per ricavarne
delle pretese leggi ‘obbiettive’ che governano I'evoluzione della societa,
Un approccio del genere sarebbe soprattutto inutile e falso perché, per
riprendere la frase di Frangois Quesnay (1694-1774) citata nel capito-
lo precedente?, la scienza sociale non pud accontentarsi di estrarre
esempi e lezioni da quell’«abisso di disordine» che ¢ la storia umana.
Le scienze sociali cercano di enunciare leggi normative, cioé regole giu-

2 In linguaggio filosofico, diremmo che si tratta di indeterminismo sul piano epi-
stemologico, ma non necessariamente sul piano ontologico. Preciseremo questi con-
cetti pill avanti.

3 Si veda la nota 1 del capitolo 6.
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ste e razionali che la comunita umana pué decidere di seguire per il suo
bene?. L’uso della matematica nelle scienze sociali (e, ovviamente, eco-
nomiche) conduce in modo naturale alla ricerca di modelli matematici
che definiscono il comportamento pitt adeguato in vista di certe fina-
lita. Lo scopo principale di questi modelli non & dunque quello di de-
scrivere la realta ma di determinare un insieme di regole che occorte
imporre alla realta per plasmarla in funzione di determinati obbiettivi:
si tratta quindi di modelli di controllo.

Esiste tuttavia un altro aspetto dell’evoluzione dell’attivita scienti-
fica che ha condotto all’elaborazione di modelli normativi o di con-
trollo. Si tratta del passaggio da un punto di vista ‘contemplativo’ a un
approccio che mira a modificare la natura — un’evoluzione questa che
¢ certamente legata allo sviluppo della tecnologia. Consideriamo due
esempi. Il volo di un aereo non pud essere considerato come un pro-
blema meccanico nel senso tradizionale. In effetti il moto dell’aereo
non & determinato soltanto dalle forze che agiscono su di esso (I’im-
pulso dato dal motore): esso & influenzato anche dall’attivita di guida
esercitata dal pilota. Una modellizzazione corretta di questo processo
di evoluzione meccanica deve quindi prendere in considerazione, oltre
alle variabili di stato del sistema, un certo numero di variabsli di con-
trollo che tengono conto dellintervento di apparecchiature come gli
ipersostentatori. Non si tratta dunque soltanto di descrivere il moto
dell’aereo, ma anche di introdurre I'influsso che una serie di elementi
di controllo esterno esercitano su questo moto, e cid al fine di deter-
minare le condizioni ottimali di volo. Un’altra classe di esempi che mo-
stra assai piti chiaramente la differenza concettuale fra modelli descrit-
tivi e modelli di controllo & data dai modelli delle ‘code’ o file d’attesa.
Si tratta di determinare le condizioni sotto le quali & possibile mini-
mizzare il tempo d’attesa in una coda, che si tratti della coda per paga-
re il pedaggio di un’autostrada o della coda allo sportello di una banca
o di un ufficio postale. In tal caso il problema non & ovviamente quel-
lo di descrivere una coda: perché mai dovremmo sforzarci di rappre-
sentare una fila lenta e caotica? Si tratta soltanto di determinare le con-
dizioni ‘ottimali’ che possono rendere minima l’attesa. Quel che cer-
chiamo, in questo caso, & un modello matematico che permetta di zz-
tervenire sulla realta e di modificarla: ancora una volta si tratta di un mo-
dello di controllo.

Passiamo ora all’altro criterio mediante il quale & possibile consi-
derare i modelli: e cioé secondo il loro oggetto. Entro tale punto di vi-

¥ Vedremo tuttavia che tale questione ha suscitato un gran dibattito. Si veda il
capitolo 11.
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sta 'approccio pitt semplice e naturale & di ricorrere alle c':lassificazioni’
disciplinari tradizionali: fisica, chimica, biologia, economia. Escludere--
mo tuttavia subito la fisica, per ragioni che abbiamo gia spiegato e sul-
le quali torneremo nella Parte seconda. La fisica ha sempre avuto uno
Statuto a parte, anche dopo la svolta legata alla diffusione Fle} metodo
dell’analogia matematica. Lo sviluppo storico del!a quelhstlca mate-
matica ha un legame molto stretto con la matematizzazione delle scien-
ze non fisiche. Non & un caso se tutti i manuali che hanno come ogget-
to la modellistica matematica ricorrono quasi esclusivamente a esempi
tratti dalle scienze non fisiche. E cid nonostante gli esempi di natura fi-
sica siano sempre presenti come una sorta d.l leitmotiv: guello dell’ana-
logia meccanica sempre esorcizzata e tuttavia sempre viva... o
Ci limiteremo qui a fornire qualche idea circa alcuni de} campi pitt
importanti e ormai classici delle applicazioni della matematica a}lla bl‘o-
logia (dinamica delle popolazioni e teoria matematica delle epidemie)
e all’economia (teoria dell’equilibrio economico). Per rendere la} nostra
esposizione meno complessa sceglieremo ngsti esempﬁ frai p1u sem-
plici e i pitt omogenei ai concetti matematici che ab_blamo gia intro-
dotto®. Lasceremo da parte la vasta pleiade dei modelli matematici par-
ticolari e ‘dispersi’, che riguardano problemi molto speci_figl e privi di
connessione con un contesto organico di problemi empirici.

a) Dinamica delle popolazioni

Lo studio della dinamica della crescita delle popolazioni &, dalla
meta del secolo scorso, uno dei campi piti importanti dell’applicazione_
della matematica alla biologia. Abbiamo visto, a proposito dei mod;lh
di Volterra, che in questo studio viene talvolta utilizzata un’i.potesydl
crescita illimitata della popolazione delle prede, la legge di crescita
‘malthusiana’ o ‘esponenziale’. Si tratta dell’ipotesi pit: semplice e gros-
solana: si suppone che I'ambiente non opponga alcun ostacol'o alla: cre-
scita, la quale & 'di conseguenza determinata dal solo potenzxa}e ripro-
duttivo della popolazione. La velocita di crescita della popolazione x(. zf)
& proporzionale alla popolazione: %(2) = & x(2). La costante k, che espri-
me il tasso di crescita, & caratteristica della popolazione studiata. Si &

5 Non daremo quindi esempi che facciano ricorso a tecniche matematiche alge-
briche, discrete o stocastiche — per menzionarne sqltapto alcupe. I l_1m1t1 di questa
scelta sono evidenti e ne abbiamo spiegato gia le ragioni, ma essi non impongono un
vincolo significativo all’analisi concettuale della nozione di modello matematico,
che & il nostro scopo primario.
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stimato che essa valga circa 0,02 per la popolazione umana (il che si-
gnifica una crescita del 2% annuo), 0,5 per i topi e molto di piti per gli
insetti. L’equazione esponenziale soprascritta conduce a una legge di
crescita ‘esplosiva’. L’evoluzione della popolazione x nel tempo & de-
scritta dalle curve della figura 7.1 (le diverse curve corrispondono a va-
lori differenti della popolazione iniziale). E facile intuire che questa
tendenza esplosiva non & affatto realistica. La tendenza esponenziale
prevede una popolazione umana di circa 200 miliardi di individui nel-
'anno 2500, il che & manifestamente assurdo, perché prima di arrivare
a questo punto gli uomini si saranno sterminati fra loro... Tuttavia, le
previsioni della legge malthusiana sono sostanzialmente corrette quan-
do si & lontani dalle grandi cifre. Ad esempio, le esperienze di labora-
torio sulla crescita di alcune popolazioni di piccoli animali hanno mo-
strato che i dati reali e i numeri previsti dalla legge esponenziale sono
in buon accordo quando la densita ambientale della popolazione & ab-
bastanza bassa, mentre divergono drasticamente per valori elevati di ta-
le densita. Si & quindi condotti a ritenere che la legge esponenziale sia
valida quando la numerosita della popolazione non pone problemi di
saturazione dell’ambiente.

Figura 7.1
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Considerazioni del genere spinsero il biologo belga Pierre-Francois
Verhulst (1804-1849) a proporre nel 1837 una variante della legge mal-
thusiana che tiene conto del limite impostd dalla crescita della densita
della popolazione. In effetti ¢ possibile modificare la legge di crescita
ponendo:

x(8) =k x(t) — b x(1)?

Il secondo termine pud essere interpretato in differenti modi. Si puo
ad esempio considerare il termine 5 x(2)?, dove 4 & una costante, come
nella teoria degli incontri di Volterra: si suppone che la crescita sia li-
mitata da una sorta di ‘attrito’ interno alla popolazione, il quale & pro-
porzionale al numero degli incontri fra individui. Una crescita di x(2)
conduce a una crescita del numero degli incontri a due a due, che & evi-
dentemente proporzionale al quadrato di x(#), e quindi a una limitazio-
ne sempre pitl accentuata della crescita. Ma si puo anche osservare che
I’equazione precedente implica che il tasso di crescita della popolazio-

ne % & uguale a £ — b x(¢). Per una popolazione x(#) assai poco nu-
x

merosa, questo tasso & quasi uguale alla costante £ della legge di cresci-
ta malthusiana, mentre diminuisce quando x(2) cresce. In particolare,

questo tasso & nullo quando x(¢#) = L%- Quindi, la popolazione non

h

cresce piti quando essa & uguale al numero —, detto popolazione -

b
mite. La legge di Verhulst (detta anche legge logéstica) & radicalmente
diversa dalla legge malthusiana perché prevede un valore limite che la
popolazione non pud superare. 1l valore della costante » dipende da
molti fattori: la capacita dell’ambiente di sopportare la crescita della po-
polazione, le condizioni tecnologiche e sociali, ecc. L’evoluzione quan-
titativa della popolazione & rappresentata da una curva caratteristica
che hala forma di una S (v. fig. 7.2). La curva mostra che la popolazio-
ne cresce dapprima sempre piu velocemente, e poi sempre pill lenta-
mente, tendendo ‘asintoticamente’ al valore della popolazione limite L
= k/h. E possibile anche reinterpretare I'equazione logistica, scrivendo:

K =kx—hx=kx (120 =kx (-5 = kx (E25)

L’ultima espressione puo essere interpretata nel modo seguente: la
crescita della popolazione obbedisce in linea di principio alla legge
malthusiana (rappresentata dal termine £x che viene di solito chiama-
to ‘potenziale biotico’), ma ¢ frenata dal termine (L - x)/L. All'interno
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di questo termine, L rappresenta la popolazione limite, o, se si vuole, il
numero massimo di posti disponibili nell’ambiente considerato, e L — x
il numero di posti ‘vacanti’. Il rapporto (L — x)/L esprime quindi il nu-
mero relativo o la percentuale di posti liberi nell’ambiente. Questo rap-
porto & detto talvolta resistenza dell’ambiente alla crescita.

La legge logistica & stata applicata con successo a molte situazioni
reali. Possiamo menzionare, ad esempio, I'eccellente accordo di tale
legge con le statistiche di Raymond Pearl e Lowell J. Reed sulla cresci-
ta della popolazione degli Stati Uniti (si veda il capitolo 2, tabella 2.1),
prendendo £=0,0313 e b = (1,5887)101°, Essa & stata anche applicata
da Verhulst alla determinazione della popolazione limite in Francia e
in Belgio. La previsione di Verhulst (circa 40 milioni e 8 milioni rispet-
tivamente) ha avuto una notevole conferma negli anni trenta del nostro
secolo. E evidente che i mutamenti delle condizioni ambientali (condi-
zioni economiche, evoluzione della tecnologia, dell’assistenza sociale,
medica, ecc.) modificano i valori delle costanti 5 e £, e di conseguenza
definiscono un nuovo equilibrio. La popolazione limite deve quindi es-
sere considerata come un equilibrio ‘temporaneo’ relativo a un insieme
di dati prefissati. Infine, un altro esempio interessante & dato dalla sta-
tistica di Pearl concernente la crescita di un moscerino dell’aceto, la
Drosophila Melanogaster. La figura 7.2 contiene la curva matematica ot-
tenuta a partire dall’equazione logistica ponendo £ = 2 e b = 0,0055,
mentre i punti rappresentano i dati sperimentali. L’accordo fra la leg-
ge matematica e questi dati & del tutto evidente. La popolazione limite
calcolata & di 364 individui, e corrisponde assai bene ai risultati speri-
mentali. Esperienze analoghe furono condotte dal biologo russo Gau-
se sulla crescita di un protozoo, il Paramecium caudatum®.

Questi esempi rappresentano la preistoria delle teorie matematiche
della dinamica delle popolazioni. Dopo questi primi modelli, che sono
stati studiati sistematicamente — secondo un approccio modellistico ~
nel periodo 1910-40, e che sono efficaci sebbene assai elementari, fu
messa in opera una panoplia talmente vasta di strumenti matematici
che non possiamo qui neppure tentare di darne un’idea. Si & tentato, in
particolare, di tenere conto di altri fattori, come la diffusione nel tem-
po e nello spazio dei processi di crescita e di attrito, ma anche degli
aspetti aleatori (perché i modelli sopra presentati sono strettamente de-
terministici). Restando nel quadro deterministico, ci limiteremo a dare
I'esempio di un altra legge che si & rivelata utile nella descrizione della
crescita di una popolazione alquanto diversa: quella delle cellule di un
tumore. Si tratta della legge di Benjamin Gompertz (1779-1866), se-

¢ Si veda ID'Ancona, Volrerra 1935.
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Popolazione limite = 364 individui

Tempo {in settimane) 23

Figura 7.2

condo la quale la velocita di crescita del volume V(#) di un tumore &
proporzionale non al volume stesso, ma al prodotto del volume per una
funzione decrescente in modo esponenziale. Scriveremo I'equazione di
questa legge per i lettori che conoscano il linguaggio delle funzioni ele-
mentari dell’analisi matematica:

V(1) = A e V(t) (dove A e 0 sono delle costanti).

La figura 7.3 mostra’andamento della crescita della massa tumora-
le previsto dalla legge di Gompertz. Anche in questo caso si ottiene un
valore limite per I'espansione del tumore. L’equazione precedente pud
essere interpretata dicendo che il tasso di crescita resta costante e ugua-
le a A, purché si supponga che la massa delle cellule che partecipano alla

V.(1)
e V(1)
decrescita anche ammettendo che il nucleo iniziale del tumore subisca
una sorta di necrosi che & legata a una diminuzione degli scambi me-
tabolici.

crescita decresca col tempo: = A. Si pud spiegare questa
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volume

Figura 7.3

Senza insistere ulteriormente su questi esempi, tocchiamo ora un al-
tro campo di ricerca nella dinamica delle popolazioni, il quale ¢ legato
agli sviluppi dei lavori di Volterra sulla teoria matematica della lotta per
la vita. Abbiamo gia osservato che lo stesso Volterra aveva iniziato a
studiare il caso della coesistenza di # specie, di cui  sono prede e s so-
no dei predatori (r + 5 = 7). Questo studio é stato il punto di partenza
di un vasto insieme di ricerche che si sviluppano ancor oggi. Esse han-
no condotto alla formulazione di problemi di carattere generale assai
interessanti e a una gran quantita di problemi specifici. Fra le questio-
ni generali possiamo menzionare il problema del rapporto fra ‘com-
plessita’ e ‘stabilita’. Si tratta di rispondere alla seguente domanda: &
vero che, come & suggerito dall’esperienza, un ecosistema ¢ tanto pil
stabile (cio¢ tende a restare o a ritornare in uno stato determinato)
quanto pit & complesso (il che significa che esiste un gran numero di
relazioni fra le sue componenti)? Ritorneremo nei capitoli 19 e 21 su
questa questione assai interessante. Per il momento, ci limiteremo a fa-
re una ‘passeggiata’ fra degli esempi sparsi. Ci limiteremo quindi a men-
zionare ~ per dare un’idea dell’oggetto della ricerca — una questione
particolare sollevata da Volterra e che ¢ stata oggetto di ricerche re-
centi. Si tratta della modellizzazione di un’idea tratta dallopera di
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Chatles Darwin (1809-1882) e detta ‘principio dell’esclusione compe-
titiva’. Secondo quest’idea darwiniana, due specie non possono occu-
pare la stessa ‘nicchia’ ecologica — cioé vivere nello stesso ambiente, ser-
virsi dello stesso tipo di nutrimento, seguire le stesse abitudini di vita,
ecc. — senza entrare in una lotta per la sopravvivenza che prima o poi
conduce alla sparizione della specie piu debole.

La modellizzazione matematica pit semplice di questo problema &
la seguente. Supponiamo che le popolazioni delle due specie siano rap-
presentate dalle due variabili x(#) e y(¢£) € che laloro crescita sia descritta
dal seguente sistema di equazioni logistiche:

L,-x
2(t) =k, x | ——
x

I —
y(t) =k2y[2—y]
y

Il significato dei simboli & evidente: £, e £, sono rispettivamente i tas-
si di crescitadix e diy, L, e L, sono le popolazioni limite e le espressio-
ni fra parentesi quadre rappresentano i posti relativi vacanti nell’ecosi-
stema per ogni specie. Nelle equazioni soprascritte non si tiene conto di
alcuna forma di competizione fra le due specie. Per descrivere il fatto
che le due popolazioni condividono la stessa nicchia ecologica, e quin-
di entrano in competizione, si pud supporre che la popolazione x occu-
pi almeno una parte dei posti vacanti della popolazione y, e viceversa.
Occorre dunque sottrarre dal termine L, — x un termine proporzionale
a y, denotato con oy, che rappresenta gli individui nella popolazione y
che invadono la nicchia di x; reciprocamente, occorre sottrarre da L, —y
un termine proporzionale a x, denotato con fx, e che rappresenta l'in-
vasione della nicchia di ¥ da parte della specie x. Le equazioni che in-
troducono la competizione fra le due specie si scrivono allora al modo
seguente:

L —x—
x(t)zklx[—ﬂ]
X

L,-y-
y(t) - kz ¥ [_-—;.E]

Le due costanti a e B, che rappresentano ciascuna la frazione della
popolazione che invade la nicchia ecologita della specie concorrente,
sono evidentemente comprese fra 0 e 1. I valori estremi rappresentano
il caso in cui non vi & competizione (= = 0) e in cui la competizione
& totale (= = 1), ciog quando si verifica un’invasione completa della
nicchia da parte delle due specie. E quest’ultimo caso quello che tradu-
ce matematicamente la situazione in cui dovrebbe prodursi ’esclusione
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competitiva. L’analisi matematica del sistema di equazioni mostra di-
fatti che una delle due popolazioni sparira, e si tratta precisamente di
quella il cui valore della popolazione limite & pit piccolo. Il numero de-
gli individui di quest’ultima specie che ’ambiente pud sopportare & pit
piccolo, e quindi essa ha una minore capacita di adattarsi e di difender-
si, per cui finira col soccombere. La figura 7.4 mostrail casoincui L, >
L,. Quali che siano i numeri iniziali delle due popolazioni, la popola-
zione x sparira, e tutte le traiettorie d’evoluzione tenderanno verso 'e-
quilibrio (0, K), dove x = 0 e y raggiunge il suo valore limite L, = K.

y
K
-
o x
Figura 7.4

b) Modelli matematici della diffusione delle epidemie

La letteratura concernente i modelli matematici in biologia ha rag-
giunto oggigiorno una diffusione considerevole. Queste ricerche ri-
guardano non soltanto la dinamica delle popolazioni, ma anche la dia-
gnosi delle malattie, sia che si tratti di disturbi cardiaci (il modello di
Van der Pol ha lasciato il posto a modelli molto pit sofisticati e utiliz-
zabili sul calcolatore) o di altre patologie (esistono, ad esempio, dei mo-
delli per la diagnosi del diabete o di certe forme di tumore mediante
un’analisi statistica dei risultati di analisi diagnostiche). Un altro cam-
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po d’intervento molto vasto della modellistica matematica nelle scien-
ze della vita & rappresentato dalla teoria delle epidemie. Si tratta di ri-
cerche che risalgono all’inizio del secolo e che (ancora una volta) han-
no conosciuto un pieno sviluppo verso la meté degli anni venti. Lo sco-
po & quello di determinare le condizioni entro le quali una malattia in-
fettiva si sviluppa in forma epidemica e di descrivere quantitativamen-
te la sua diffusione. La massa dei risultati ottenuti in questo campo ¢
imponente e concerne praticamente ogni tipo di malattia infettiva’, dal-
le malattie esantematiche alla malaria, dalle malattie veneree alla tu-
bercolosi. I modelli piti recenti riguardano evidentemente la diffusione
dell’Aids®.

Restando fedeli al nostro approccio, che consiste nel dare idee ge-
nerali dei temi assortite a esempi molto semplici ed elementari, ci limi-
teremo a descrivere quel che viene detto il modello matematico di ba-
se della diffusione di un’epidemia. Questo modello fu elaborato dai
biomatematici W.O. Kermack e A.G. McKendrick nel 1927° e com-
prende un teorema che viene detto ‘teorema della soglia di Kermack e
McKendrick’. Nonostante la sua estrema semplicita, esso si & rivelato
utile per descrivere la diffusione di certe epidemie, come la peste di
Bombay del 1905 (come fecero con successo gli stessi autori).

In questo modello, la popolazione nell’ambito della quale la malat-
tia si sta diffondendo viene divisa in tre gruppi: i suscettibili, cioe gli in-
dividui che possono contrarre la malattia ma non ’hanno ancora con-
tratta, e che sono rappresentati dalla variabile S(#); gli inferti I(2), che
hanno la malattia in pieno sviluppo o in incubazione e non sono isolati,
il che implica che sono i vettori del contagio; infine gli 7solati R(2), che
comprendono gli individui malati e isolati a casa o all’'ospedale (e che
non possono quindi essere vettori del contagio), gli individui guariti e
che hanno acquisito Pimmunita, e infine gli individui morti a causa del-
la malattia. Si suppone inoltre che la popolazione totale N(2) = S(2) + I(2)
+ R(2) sia costante (cioé che il numero dei nati sia uguale al numero dei
morti), che & un’ipotesi accettabile se il periodo durante il quale si stu-
dia la diffusione della malattia & abbastanza corto. Il meccanismo di dif-
fusione della malattia & ancora una volta molto simile a quello della ‘teo-
ria degli incontri’ utilizzata nella dinamica delle popolazioni. Suppor-
remo che l'incremento degli infetti sia proporzionale al numero degli in-

7 Si pud trovare una panoramica molto vasta e completa dei risultati classici in
Bailey 1957. Per le teorie moderne ci si pud riferire a volumi piit recenti, anche se
nessuno ha il carattere metodico del trattato di Bailey.

8 Si veda ad esempio May, Anderson 1987, May, Anderson 1988, Denning
1988.

° Kermack, McKendrick 1927.
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contri fra infetti e suscettibili. Il numero di questi ultimi diminuira quin-
di di una quantita uguale all'incremento del numero degli infetti. D’al-
tra parte, la popolazione degli infetti diminuira di una quantita propor-
zionale al loro numero: questa diminuzione & esattamente uguale al-
'aumento del numero degli ‘isolati’. Le equazioni che descrivono la di-
namica delle tre componenti della popolazione saranno allora:

S =—rSWIt)
1) = r SOI®) - 71(2)
R =yI®

L'ultima equazione dipende dalle prime due, che sono quindi suf-
ficienti per un’analisi completa del modello. Questa analisi mostra che
'andamento delle traiettorie nello spazio delle fasi (S, I) & quello rap-
presentato nella figura 7.5.
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p
' )
Soglia

Figura 7.5

Quali che siano i valori iniziali delle due popolazioni $ e I, la ma-
lattia tende a sparire. Dopo un certo tempo il sistema tende verso uno
stato in cui I = 0, e non per la mancanza di suscettibili, ma perché la
malattia non colpisce tutti. La seconda conclusione importante che sca-
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turisce da questo modello & la seguente. La figura 7.5 mostra che il mas-
simo numero di infetti & raggiunto per uno stesso valore del numero dei

suscettibili: questo valore & p = Y Se la traiettoria inizia al disotto di
r

questo valore, il numero degli infetti non potra che diminuire. Pertan-
to una diffusione epidemica della malattia potra verificarsi soltanto se
il numero dei suscettibili & maggiore di p, che rappresenta il ‘valore so-
glia’ al di 14 del quale si manifesta Pepidemia. Il teorema di Kermack e
McKendrick mostra che, sotto certe ipotesi poco restrittive, il numero
totale degli infetti & uguale a 2(5, - p), dove §, ¢ il numero degli infetti
all’inizio dell’epidemia.

Kermack e McKendrick confrontarono questo modello con i dati
reali della diffusione della peste a Bombay fra il 1905 e gli inizi del 1906.
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Figura 7.6
In generale le statistiche sono possibili soltanto per la popolazio-
ne degli isolati. Esse sono particolarmente semplici quando gli isola-

ti coincidono con i morti, come era nel caso della peste di Bombay.
L’ipotesi di una popolazione totale costante permette di scrivere: R(2)
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= yI(2) = y(N - R -§), dove N & la popolazione totale supposta co-
stante. Mediante calcoli abbastanza semplici ¢ possibile esprimere la
variabile S in funzione della variabile R. Si ottiene, in tal modo, un’e-
quazione che contiene soltanto R(2), e la cui soluzione & rappresentata
da una curva a forma di ‘campana’ (v. fig. 7.6).

I punti rappresentano il numero dei decessi per settimana secondo
le statistiche effettuate all'epoca. Si constata che ’accordo fra i valori
previsti (indicati dalla curva) e i valori reali & abbastanza soddisfacente.

¢) Equilibrio economico

Un altro campo di applicazione assai importante della matematica
alla modellizzazione dei fenomeni non fisici & quello dei sistemi econo-
mici e sociali. E soprattutto nel campo dell’economia che la matemati-
ca & stata applicata nel modo pili sistematico. E difficile fare una sinte-
si di questi temi, sui quali torneremo nel capitolo 22 e, da un punto di
vista storico, nel capitolo 11. Ci limiteremo a dire, per ora, che I'appli-
cazione della matematica all’economia risale alla fine del diciottesimo
secolo, e ha inizio con lo studio dell’economia come risultato delle azio-
ni della moltitudine degli agenti economici individuali. Le prime for-
me di matematizzazione sono quindi legate a un approccio microeco-
nomico. Il programma microeconomico fu definito in modo sistemati-
co da Antoine-Augustin Cournot (1801-1877), Léon Walras (1834-
1910) e Vilfredo Pareto (1848-1923). I concetti fondamentali di questo
programma sono le nozioni di funzione d'utilita (o funzione di do-
manda) e di equilibrio; quest’ultimo & chiaramente legato alla nozione
di equilibrio meccanico!©.

Tentiamo di dare un’idea, sia pure molto grossolana, dei problemi
matematici che si pongono in questo contesto. Da un punto di vista mi-
croeconomico, I'unita elementare dell’aggregato economico & ’bomo
ceconomicus, il cui ruolo & quello di formulare un piano di consumo e
di produzione dal momento presente al futuro. Questo piano & de-
scritto mediante una funzione che rappresenta I'insieme delle sue scel-
te fra tutte le merci o servizi disponibili (e fra le produzioni possibili)
in funzione della sua ricchezza, cio¢ della quantita @ dei beni che egli
possiede e in funzione del prezzo corrente p delle merci'®: si tratta del-
la funzione di domanda &(p, ). Una seconda funzione 7(p, w) rappre-

1% Su questi temi si veda Ingrao, Israel 1987-1990 e il capitolo 11 di questo libro.
1 p e wsono dei vettori, cioé delle liste di valori (la lista dei prezzi di ogni mer-
ce ¢ la lista delle quantita di beni posseduti dall’agente economico).
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senta I’‘offerta’ dei beni, ed & legata all’attivita della produzione delle
merci. La differenza &(p, @) ~ n(p, @) = {(p, @y & "'eccesso di domanda’
dell’agente economico. La somma degli eccessi di domanda di tutti gli
agenti definisce I’eccesso di domanda globale del mercato. Il problema
fondamentale della teoria economica & di dimostrare che esiste almeno
una situazione di equilibrio, ovvero un valore dei prezzi per il quale la
domanda e I’offerta si equilibrano, cioé I’eccesso di domanda & nullo.
Dal punto di vista matematico, determinare i prezz di equilibrio del
mercato equivale a ricercare le soluzioni di un sistema di equazioni £ (p,
@) = 0, dove { rappresenta la differenza fra I'offerta e la domanda del-
la 7-esima merce (7 varia fra 1 e #, e # & il numero di tutte le merci pre-
senti sul mercato). Il secondo problema fondamentale della teoria mi-
croeconomica classica & di dimostrare che I'equilibrio & unico. Il terzo
& di dimostrare che la legge dell’offerta e della domanda (ovvero la leg-
ge secondo cui un aumento della domanda corrisponde a un incre-
mento dei prezzi e viceversa) determina un cambiamento dei prezzi nel
corso del tempo, il quale conduce a uno stato di equilibrio: si tratta del-
la vecchia idea, ancora ben viva!2, secondo la quale I'economia di mer-
cato possiede una virtls di autoregolazione che le permette di raggiun-
gere in modo automatico uno stato di compatibilita fra le azioni degli
agenti economici, cioé uno stato di equilibrio. Il modo pit semplice di
tradurre matematicamente questa relazione fra crescita e diminuzione
dei prezzi e 'evoluzione delleccesso di domanda’ & di supporre che la
velocita di variazione dei prezzi (cioe la loro derivata) sia proporziona-
le alla funzione eccesso di domanda. In tal modo si ottiene un sistema
di equazioni differenziali della forma seguente: p() = &, { (p, ®). Il pro-
blema matematico consiste nel dimostrare che tutte le traiettorie di evo-
luzione definite da questo sistema di equazioni — cioé i processi di va-
riazione dei prezzi — conducono a un insieme di valori dei prezzi che
stabilisce un equilibrio fra offerta e domanda nell’economia.

Questi problemi matematici, che abbiamo qui descritto in modo as-
sai sommario, sono di grande complessita. E occorso pit di mezzo se-
colo, dopo la loro enunciazione da parte di Walras, per avvicinarsi alla
loro soluzione. Le prime dimostrazioni dell’esistenza dell’equilibrio fu-
rono conseguite negli anni trenta dai matematici Abraham Wald (1902-
1950) e John von Neumann. La prima dimostrazione generale e com-
pleta, dovuta agli economisti-matematici Kenneth J. Arrow (n. 1921) e
Gérard Debreu (n. 1921), ricorre a un arsenale di strumenti matemati-

12 Spprattutto nelle politiche economiche seguite da Margaret Thatcher in In-
ghilterra e da Ronald Reagan negli Stati Uniti, e ispirate dalle teorie della scuola di
Chicago.
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ci assai sofisticati e risale agli anni cinquanta. Si & tentato in seguito di
estendere questa dimostrazione a casi sempre pit generali. Per quel che
concerne i problemi dell’unicita e della stabilita, si & dovuto attendere
gli anni piti recenti per ottenere dei risultati che, nella maggior parte
dei casi, hanno deluso le speranze dei fondatori della teoria.

La modellistica matematica si & anche sviluppata nel campo dell’a-
nalisi macroeconomica, ovvero dello studio dei fenomeni economici
sviluppato sulla base della considerazione di un numero limitato di va-
riabili descriventi iz grande (o, come si dice spesso, nell“aggregato’) il
corso dell’economia. Questa forma di analisi si & recentemente colle-
gata ai metodi statistici e numerici e ha condotto alla formulazione di
modelli detti ‘macroeconometrici’ che hanno come fine la gestione pra-
tica della politica economica.

Un altro campo della modellistica matematica economica ‘astratta’,
che conosce oggi un grande sviluppo, & fondato sull’uso sistematico del-
la teoria dei giochi, le cui origini risalgono ai lavori di von Neumann ne-
gli anni venti e ai lavori del matematico francese Emile Borel. Di fatto
lo studio dei problemi economici in termini di teoria dei giochi prece-
de, nel periodo modellistico, I'uso dell’approccio differenziale, e ad es-
so ricorse von Neumann per dimostrare il primo teorema di esistenza
dell’equilibrio economico generale. In seguito si ha la netta impressio-
ne che sia stato fatto uno sforzo sistematico per eliminare dall’economia
matematica ogni traccia di un approccio in termini di teoria dei giochi.
La situazione si & completamente rovesciata da una ventina di anni, e si
assiste a una massiccia rinascita d’interesse per tale approccio.

Concludiamo qui questa passeggiata alquanto aleatoria, il cui sco-
po era quello di rendere familiari al lettore alcuni temi della modelli-
stica matematica. Ritorneremo su questi temi nella Parte terza, soprat-
tutto su quelli piti complessi, come la matematizzazione dell’economia
e della biologia, che non si prestano molto a esemplificazioni disordi-
nate.

Ci rivolgiamo ora a un altro obbiettivo: quello di dare un quadro
dei temi storici della matematizzazione che ci permettera di definire in
modo piir chiaro le caratteristiche della modellistica matematica con-
temporanea.

Parte seconda

MATEMATICA E REALTA:
UN PANORAMA STORICO



